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SCIENTIFIQUES 


L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE 


UNE APPLICATION 


DE LA 


GÉOMÉTRIE DES NOMBRES 


A UNE GENERALISATION D’UNE FRACTION CONTINUE 


Par M. Paut Mitton PEPPER. 


PREFACE. 


Dans Geometrie der Zalhen (p. 147 et suiv.), Minkowski a fait 
l’étude de couples de formes linéaires à coefficients tous réels, 


E=axr+ By, n=Yx +0) (ad — By =1), 


en se servant des parallélogrammes, |£}<o, | 4 |<, qui ont sur chaque 
coté un point du réseau, outre ceux qui peuvent étre aux sommets, 
et seulement l’origine dans l'intérieur. Il a trouvé un ensemble 
ordonné, ou chaîne, de matrices ...,P_,, P,, P,, ..., qui sont toutes 
à déterminant 1. Les coordonnées de deux points du réseau pris sur 
un des parallélogrammes se trouvent dans les colonnes d’une matrice 
correspondante. Lorsque 7 = 0 peut être remplie par des entiers x, y 
dont l’un au moins n’est pas égal à zéro, cette chaîne possède un 
premier terme, et lorsque = o peut être remplie par des entiers x, » 
dont l’un au moins n’est pas égal à zéro, la chaine possède un dernier 
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© 


; o —elf 
terme. Si l’on pose P;',P,— Ti, Tse trouve sous la forme en gah 


où e — + r et où go’ est un entier positif. La substitution P,_, trans 


‘ 


forme £ et n en 
EAUX +e AY et Heel pp. X + pe Y 


RES WSS, te? peer. eee as 


L’expression 


4 I 
gif se 


I 
lA) 


gi i 


RAR 1) 
se révèle comme le développement ordinaire des a en fraction con- 


tinue, et cette fraction continue se termine ou ne se termine pas 
(A1 

selon que —— TL 
Lorsque § =x—Oy, y=y, où 0 est une valeur réelle telle 


I , . 
queoC4—g< >; g étant le plus grand entier contenu dans 0, ona 


——— est rationn elou irrationnel. 


p ee 2 o I iy ait | 
mn oO l — 1 oOo I a \| 
Dans ce cas, l’expression 
1 
Ga g+ . 
ot) + 
ve FACE 


est le développement ordinaire de 6 en fraction continue, et, de plus, 


= 


Il en résulte que LE 2 est la k*™? réduite du développement ordinaire 


lay py} 


ne ps 


=| 


pi Pis) —(—1) 
te 


Lai Po +} 
ie fe 


de 9 en fraction continue. Lorsque ease. , seule la première de 


ces réduites ne se trouve pas parmi les fractions bi (ei hot an 


En tout cas (que l’on ait ou non «=1, B= — 8), mr LE est 
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” 
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se 


Bi) De ald hie 
En méme temps, les nombres |p | e t | pS? | sont ‘des entiers ace 
entre eux, qui deviennent infinis avec &. Les quotients 


(h) (K+4) | 


irrationnel |x py 


vet lim ja pi + Bp |= 


CROSS), 


sont des fractions rationnelles a aux plus simples Fin 


et elles tendent vers la limite © = - Lorsque © = est rationnel &p" + 8p‘ 


s’annule à un certain indice #, Suite la fraction continue y prend fin. 
Pareillement, en prolongeant la chaine dans la direction opposée, 
c'est-à-dire, lorsque —# augmente, |yp\) + 3p{°! décroit d’une 


manière monotone vers zéro et il existe un indice #’ pour lequel 
ly pi + Spt) | =o, 


dans le cas et seulement dans le cas où ~ est rationnel. 


Ô 
Nous considérons ici le cas analogue où 
5S Adi + Hyg To + PER N— Loi Li + Los lo + Hyg A's, 


CS Asa Li + Age Lo + Ang d'y, 


les valeurs a;; étant des constantes telles qu'aucune des équations £ = 0, 
N—0, et E—0o ne soit remplie par des entiers x,, æ,, æ,, qui ne 
soient pas tous nuls. Les domaines qui correspondent aux parallélo- 
grammes, sont dans ce cas des parallélépipèdes. 

Nous nous proposons deux problèmes : 


1. De découvrir un procédé pour obtenir tous les parallélé- 
pipedes |£/<o, |y|So, Ÿ1<= tels qu’il y ait sur chaque face un point 
du réseau autre que ceux qui pourraient étre sur les arétes, et que 
l'origine soit le seul point du réseau dans l’intérieur. (C’est-a-dire de 


déterminer la chaine des matrices de troisiéme ordre). 


2. (a). De déterminer des suites de points du réseau pour lesquels 
l’une des formes linéaires tend vers zéro. 

(6). De déterminer des suites de points du réseau pour lesquels 
deux des formes linéaires tendent simultanément vers zéro. 


Minkowski (Annales de l’École Normale Supérieure, Sér., 3, NU, 
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p. 41-60) a énoncé sans preuve les résultats pour le problème 1. Nous 
résolvons ce problème dans les sections I, II et III de cette thèse. 
Dans la section IV nous résolvons les deux parties du problème 2, 
et nous exposons un deuxième algorithme qui facilite la construction 
des suites de points du réseau qui remplissent les conditions de la 


partie (b). 
SECTION I. 
INTRODUCTION. 


Hermite (') a donné une preuve élégante d’un théorème de Tcheby- 
chef. Nous nous proposons de généraliser ce théorème en employant 
les méthodes qui ont leurs origines dans la Geometrie der Zalhen de 
Minkowski. Cet ouvrage remarquable a été dédié à Hermite, parce que 
l'inspiration en a été tirée de l'étude précitée, entre autres 
recherches du renommé mathématicien français. Le professeur Hilbert 
dans un éloge commémoratif de Minkowski (?) rappelle les mots de 
Hermite à l’égard des ouvrages de Minkowski, « Ch. Hermite damals 
der Senior der franzüsischen Mathematiker, hatte von Anbeginn die 
zahlentheoretischen Arbeiten Minkowskis mit héchstem Interesse und 
lebhaftester Freude verfolgt. Es ist rührend, wie rückhaltlos er die Vor- 
züge der Minkowskischen Methode gegenüber seinen eignen Entwick- 
lungen anerkennt, als Minkowski ihm die eben besprochenen Resul- 
tate mitteilt. lu premier coup d'œil j'ai reconnu, so schreibt Ch. Her- 
mite in einem der an Minkowski gerichteten Briefe, que vous avez été 
bien au delà de mes recherches en nous ouvrant dans le domaine arith- 
métique des votes toutes nouvelles. Und in einem zwei Jahre späteren 
Briefe vom November 1892 heisst es : Je me sens rempli d’étonnement 
et de plaisir devant vos principes et vos résultats, ils m’ouvrent comme un 
monde arithmétique entièrement nouveau, où les questions fondamen- 
tales de notre science sont traitées avec un éclatant succès auquel tous les 
géomètres rendront hommage. Vous voulez bien, Monsieur, et je vous en 
suis sincèrement reconnaissant, rapporter à mes anciennes recherches le 


(‘) CH. Hermite, Œuvres, Ul, p. 513. 
(?) H. Minkowski, Gesammelte Abhandlungen, |, p. xiv. 
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point de départ de vos beaux travaux, mais vous les avez tant dépassées 
qu'elles ne gardent plus d'autre mérite que d’avoir ouvert la voie dans 
laquelle vous êtes entré ». Hermite était bien trop modeste au sujet de 
ses ouvrages. | 

Minkowski a énoncé sans preuve, le théorème suivant (') : 


Lorsque | a, g, l} est un parallélépipède extréme (?) pour €, 1,,C, on 
a toujours 


(1) | agd<A: 


{a, g, l} contient exactement un point du réseau sur chaque face et ces 
points du réseau ont des coordonnées égales et de signes contraires pour 
les faces opposées. 

On peut alors, et cela d’une seule manière, trouver trois points du 
réseau 


TRS Le HAS RTS TES 


sur trois faces non opposées 


La ea) nese, CRUE, 
tels que 
ce e"— + 1 


et tels que, lorsque le système ££, sn, <’C est trans formé par l'effet de 


HOME AR CS e DRAEETC 
Pelee  S en eee LE ee il 
TA ; Sef sail 


les grandeurs a, b, c, f, g, h, j, k, | étant toutes positives, les signes 
sotent représentés par un des six systèmes suivants : 


i Il. Il. IV. Y. NI. 
x ol à + + dre re + 
eit ie Rup + Es + + 
Sie. = fe ate + F Fe 


Le déterminant de P sera, dans les cas 1 à V, égal à 1 et dans la cas VI 


(1) Ibidem, p. 281-282, Zur Theorie der Kettenbruche. Publié la première fois dans 
Ann. de l’Ec. Normale, Sér. 3, XII, 1896, p. 41 et suiv. 
(2) Voir ci-après, Définition 5, parallélépipède extrême, ou dusserstes Parallelepi- 


pedum. 
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égal à zéro, et l’on aura 
(2) a > b, a>t, g>h, ae ot Par Vek 


. . , . i A , 4 
et de plus, dans les cas indiqués ci-dessous par leurs numéros d'ordre, on 
aura les conditions suivantes : 


1 II. III. 
b+e>a h+f>sx Jtk>l 
fehojy>k hf ODS CU c>bouh>f 

IV. Ve 
b>couh>fouy>k c>bouf>houk>y 
Vin 


b+c=a, a+f=g, jJ+k=l. 


Nous démontrerons ce théorème en employant des idées géomé- 
triques, dont Minkowski a fait ailleurs des applications diverses ("). 
Nous construirons une démonstration complète des algorithmes 
énoncés par Minkowski dans l’Ouvrage mentionné ci-dessus. Nous 
corrigerons le dernier algorithme. En outre, nous énoncerons et 
démontrerons quelques autres théorèmes qui nous donneront un 
aperçu plus clair du problème. 

Considérons d’abord quelques idées et définitions nécessaires. On 


(1) Marie Zeisel a démontré ce théorème et deux parties du premier algorithme. Il a 
énoncé le troisième algorithme sous la forme correcte el il a illustré par un exemple la 
circonstance où l’algorithme de Minkowski est en défaut (Kaiserliche Akademie der 
IVissenschaften, Wien; Sitzungsberichte, 126, 1927, Zur Minkowski’ schen Parallelepi- 
pedapprocunation). 

En nous servant de résultats de Minkowski concernant les octaédres du réseau, nous 
abrégerons une partie de la preuve de M. Zeisel; de plus, nous exposerons une démons- 
tration compléte des trois algorithmes. 

Toutes les démonstrations qui se trouvent dans ce papier avaient été développées par 
moi et présentées au séminaire du professeur H. Hancock à l’Université de Cincinnati 
avant que jaie découvert lexistence du travail de M. Zeisel. Il est tout naturel que 
certaines parties de mes recherches ressemblent aux parties correspondantes du papier 
mentionné ci-dessus, mais autant que possible, j'ai appliqué la théorie plus générale qui 
était développée par Minkowski. Je cite ses démonstrations de la théorie dans cette pre- 
mière section quand j'introduis les idées et définitions nécessaires ici. 

Après avoir prouvé le théorème énoncé plus haut et après avoir démontré les algo- 


rithmes divers, je me propose de coordonner la matière à l'aide de quelques théorèmes 
HOUVOAUX, 
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‘ 


emploie un système de coordonnées cartésiennes dans un espace à 
trois dimensions, les coordonnées étant désignées par æ,, 2, æ.. 


Définition 1. — Un réseau est la totalité des points dont les coor- 
données sont des nombres entiers. 


Définition 2. — ln point du réseau est, alors, un point quelconque 
du réseau. 


Définition 3. — Si €, 7, { sont trois formes linéaires et homogènes 
à trois variables x,, x,, æ, à coefficients tous réels et à déterminant 
A Ao, |E|<¢, | 4 / <a, |S |S, où ¢, o, * sont trois constantes positives 
quelconques, sera un parallélépipéde dont le centre de symétrie est à 
l’origine et les faces parallèles par couples aux plans ? =o, —0o, 
et C=o. On désigne un tel parallélépipède par :9, 5, 7, et l’on 
nomme les quantités c, a, t les paramètres du parallélépipède. 


Définition 4. — De plus, si {p, o, 7} n’admet aucun point du réseau 
outre l’origine dans son intérieur, on le dira libre. 


Définition 5. — Le parallélépipède {o, 6, 7 sera extrême s'il est 
libre et si, en même temps, il contient sur chacune des faces au moins 
un point du réseau outre ceux qui peuvent être situés sur les arêtes. 
L'existence d’au moins un parallélépipède extrême sera vérifiée dans 
la Section II. Un parallélépipède extrême est, alors, tel que l’on ne 
peut augmenter aucun des paramètres sans introduire dans l’intérieur 
du parallélépipède des points du réseau. 


Définition 6. — On baisse les €-faces en diminuant ¢ et l’on élève 
les E- faces en augmentant ¢. On construit de pareilles définitions 
pour les actions de baisser et d’ élever les n- et les Ÿ- faces. 

Dorénavant £, 7. et Ÿ seront des formes linéaires et indépendantes 
telles qu'aucune des équations £— 0, 7, — 0, ou (= 0 ne soit remplie 
par un point du réseau autre que l'origine. On peut supposer, sans 
restriction essentielle, que À > 0. A cause de ces restrictions, il x a 
au plus un point du réseau dans chaque plan de la forme £ = const. 
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7, = const., ou f= const. Aussi, il n’y a que six points du réseau sur 
la surface de chaque parallélépipède extréme, un seul point du réseau 
sur chaque face. 

Définition 7. — Si {c, 9,7! est un parallélépipède extrême quel- 
conque pour £, r, et &, les points du réseau sur les n- et les C-faces se 
trouveront dans des plans individuels de la forme © — const., aucun 
de ces plans n'étant £ =o. On baisse les &-faces jusqu’à ce qu'elles 
touchent un premier couple de points du réseau sur les - ou les 
¢-faces. Si ces points du réseau se trouvent sur les n-faces, on pourra 
maintenant élever les r-faces, le parallélépipède restant libre. D'autre 
part, si ces points du réseau sont situés sur les ¢-faces, on pourra 
élever à la place les ¢-faces. On élève les faces qu'il est possible 
d'élever jusqu’à ce que le parallélépipède devienne extrême. On 
nomme le nouveau parallélépipède extrême ainsi déterminé le Ë-vorsin 
dede, 5,7}. 

- On construit de pareilles définitions pour les y- et les C-voisins de 
ie, a, 7}. On voit que les restrictions faites sur &, n, et C, exigent 
l'existence d’une infinité de parallélépipèdes extrêmes, pourvu qu'il 
en existe un seul. Car chacun, sans exception, possède trois voisins; 
la suite de £-voisins successifs qui est obtenue quand on prend pour 
point de départ un parallélépipède extrème quelconque, se révèle 
comme une suite dans laquelle tous les éléments diffèrent l’un de 
l’autre, parce que le premier paramètre de chaque terme est moindre 
que celui du terme qui le précède. La totalité des parallélépipèdes 
extrémes pour &, 7, et © est dite da chaîne des parallélépipèdes 
extremes pour &, y, et ©. 


Définition 8. — Un octaèdre, symétrique autour de l’origine et 
ayant chaque sommet en un point du réseau, se nomme un octaèdre 
du réseau pourvu qu'il n’admette, sauf l’origine et les sommets, aucun 
point du réseau ni sur la surface ni dans l'intérieur ('). 

Si dans un octacèdre du réseau on choisit trois sommets p,, Pas Ds, 


() H. Mixkowskr, Diophantische Approximationen, p. 97. On considère seulement 
les octaèdres dont toutes les faces sont des triangles. 
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dont il n’y en ait pas deux qui se trouvent symétriques l’un de l’autre 
par rapport à l’origine, le déterminant des coordonnées de ces som- 


mets sera égal à 1 ou + 2. S’il est égal à + 2, chaque point de la 
forme 


ù 0) ; 
a (x + :) Pa + (n+ 5) Po + (+ 5) Ps (yi, 9, nombres entiers), 
se révélera un point du réseau ('). 


Définition 9. — Si f{x,, x, æ,) est une fonction qui remplit les 
conditions suivantes : 


(1) (reims eo Lassæses):5< (050; 0)], 
(2) SI CAA Dip tH3) tirs 25 rs) (t20), 

(3) J (B+ Ya Lat Ve, Lat Va) SF (1, Le, ds) +S (My Vas Vs) 
(4) SI (— dis — Le, — #3) = f (21; Ta, Ts), 


J (21, La, %;)<1 définira un corps convexe R ayant un centre de 
symétrie à l’origine. 

Cette fonction f(2,, x, x;) est dite une fonction de distance géné- 
ralisée. Minkowski a démontré l’existence d’une telle fonction pour 
chaque corps convexe symétrique autour de l’origine (*). 

Si un octaédre du réseau a tous ses sommets sur la surface de R et 
si trois de ces sommets non coplanaires avec l’origine, sont désignés par 


A1 (dns Cig, dis) A: (tt, ee, Us), A: (Ur, Ugo, Uss), - 


la substitution 
La = Uy Xy + Ug, Xe + Us À 3 
Le = die X 3 + Us Xe + Ugo X3 (dét. |&;| = +1 ou +2), 


By As X1 + Ars Xe + Ass X5 


transformera /(x,, x, æ,) en F(X,, Xs, X,) qui satisfait aux condi- 
tions (1) à (4). 
Minkowski a démontré les résultats suivants (*) : 


(1) Ibidem, p. 100. 

(2) Geometrie der Zuhlen, p. 36. La symétrie autour de l’origine, n’était pas supposée 
dans la théorie générale; par conséquent, la condition (4) ne s’y trouve pas. 

(3) Diophantische Approximationen, p. 102-103, et Gesammelte Abhandlungen, M, 
Deka: 


“ann He. Norm. (3); LVI. — Fast. 1. 9 
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1° Si le déterminant | a;;|—= +1, une condition nécessaire et sufli- 
sante, pour que R ne contienne dans son intérieur aucun point du 
réseau (2,, z,, æ,) outre l’origine, sera que l'inégalité 


FOX Ne N3)21 


soit remplie par chacun des vingt-deux systèmes suivants pour 
(x, La; ;) 


(0, 1,4), CF, 0, ET PAIE 170) TEE FIN 


(LE bcs 2 TEE ONE TE (oi ee ee 


où tous les systèmes possibles de signes doivent être considérés. 

2° Si le déterminant |a;;| = + 2, une condition nécessaire et sufti- 
sante, pour que R ne contienne dans son intérieur aucun point du 
réseau autre que l'origine, sera que l'inégalité 


F(X,. \s.X3) 24, 


soit remplie par chacun des quatre systèmes suivants pour(X,, X,, X.) 


SECTION IT. 


PROPRIETES FONDAMENTALES DES PARALLÉLÉPIPÈDES EXTREMES. 


Le théorème de Minkowski (Section 1), à cause de sa complexité, 
sera divisé en plusieurs théorèmes. A moins que l’on n’indique le 
contraire, dans tout ce qui suit, £, n, C satisferont aux restrictions 
énoncées dans là dernière partie de la définition 6. 


THÉORÈME 2.1. — Dans un parallélépipède libre pour ©, n, et 2, l'inc- 
galité cot <A est toujours remplie ('). 


(*) Pour démontrer ce théorème, Minkowski a cité un autre de ses théorèmes qu'il 
avait énoncé la première fois dans une lettre à Hermite (H. Minkowski, Gesummelte 
Abhandlungen, p. 266 et suiv.). Plus tard ce théorème était publié dans Geometrie der 
Zahlen, p. 102-206. 
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Le parallélépipède |&|<p, |n[<o, |C |S se révèle comme un corps 
convexe dont le centre de symétrie est à l’origine. Le volume d’un tel 


parallélépipède est donné par Pere ('). Si l’on suppose que 


pot >A, l'inégalité V > 2° sera remplie et, en vertu d’un théorème 
concernant les corps convexes (*), le parallélépipède devra contenir 
dans l’intérieur au moins deux points du réseau outre l’origine. Mais 
ceci n’existe pas pour un parallélépipède libre, et l’on a, par suite, 
port <A. Si l’on suppose que por = A, l’on aura V — 2 et si le parallé- 
lépipède n’a pas de points du réseau outre l’origine dans son intérieur, 
la surface du parallélépipède contiendra au moins quatorze points 
du réseau (*). Si l’on distribue ces quatorze points du réseau sur les 
six faces du parallélépipède, au moins une face devra contenir au 
moins deux points du réseau. Mais ceci contredit l'hypothèse que les 
plans =o, 7 — 0, et{ —o ne contiennent pas de points du réseau 
outre l’origine (*). Par conséquent, le théorème est démontré. 

L'existence d’un parallélépipède extrême peut être établie par ce 
théorème. Soit |,, 5, T } un parallélépipède quelconque, pour €, n, 
et €, {00,, Qc,, O7,;, où o<0<1, sera un parallélépipède 
homothétique de {04, 5, o.} par rapport à l’origine. Si l’on fait 
décroitre 0 vers o le volume et les trois hauteurs du parallélépipède 
tendent vers o. 

Quand 0 sera égal à une grandeur 9, assez petite, le parallélépipède se 
trouvera entièrement dans l’intérieur du cube ayant le centre à l’origine 
et les arêtes de longueur 2 parallèles aux trois axes. Le parallélépi- 
pède {0525; 9,90, 0070! sera alors libre, puisqu'il ne pourra contenir 
dans son intérieur aucun point du réseau outre l’origine. On fixe les 
deux derniers paramètres et l’on augmente d’une manière continue 
le premier paramètre de {p, 066, 0%} deo —0,p, jusqu’à ce que 
le parallélépipède contienne pour la première fois sur les E-faces des 
points du réseau qui ne se trouvent ni sur les r- ni sur les C-faces; 
le parallélépipède reste libre. Soit ¢, la valeur correspondante de ¢. 


(1) H. Minkowski, Geometrie der Zahlen, p. 68. 5 
(2) Ibidem, p. 76. 

(3) [bidem, p. 85. 

(+) Voir Théorème 2.2, ci-après. 


ny 
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Une telle valeur o, existe, car l'accroissement du premier paramètre 
assure que le parallélépipède ne sera plus 


jusqu’à la valeur p — Boss 
0 


libre. Il en résulte que 9, << pe cy L'on augmente le deuxième para- 
‘ 0%0*%Oo aie stg . PE 
mètre de {p,, 6, 0,7, } d’une manière continue de c= 0,5, jusqu'à 


ce que les y-faces contiennent pour la première fois des points du 


réseau qui ne se trouvent ni sur les E-faces ni sur les C-faces, le 
parallélépipède restant libre. Soit c, la valeur correspondante du deu- 


- Enfin, l’on augmente le troisième 


xième paramètre co. On ao, < ak 
paramètre de{o,, 0, «| d’une manière continue de + = 9,7, jusqu’à 
ce que les C-faces contiennent pour la première fois des points du 
réseau qui ne se trouvent ni sur les E-faces ni sur les n-faces, le 


parallélépipéde restant libre. Soit +, la valeur nouvelle du troisième 
paramètre +. Alors ucts et le parallélépipède !0,, o,, t,} est 
191 ; 


extréme aussi bien que libre. s 

On voit tout d’abord la manière dont on peut appliquer le théo- 
rème 2.1 pour démontrer l'existence des trois voisins d’un parallélé- 
pipède extrême quelconque. Ce théorème assure que les paramètres 
ne deviennent pas infinis. Toutefois, les trois voisins n’éxistent pas 
toujours, lorsque l’une des équations £ = 0, y =o, ou { — o est rem- 
plie par des points du réseau autres que l’origine; car dans ce cas il 
peut être nécessaire que l’on diminue l’un des paramètres jusqu’à zéro 
avant qu'un autre puisse être augmenté; par conséquent, quand on 
diminuera ce paramètre, tout le domaine sera situé dans un plan et 
n'aura pas d'intérieur; les deux autres paramètres pourront être 
augmentés alors jusqu’à l'infini. Le domaine qui remplace le voisin 
n’est plus un parallélépipède, mais un plan entier. 


Tutortme 2.2. — Le parallélépipède { a, g, l} contient outre l'origine 
exactement six points du réseau, un sur chaque face, et ces points du 
réseau ont des coordonnées égales et de signes contraires pour les faces 
opposées. 


Parce que &, n et € sont des formes linéaires et homogènes, elles 
prennent les mêmes valeurs absolues pour un point p ayant pour coor- 
données (p,, ps, ps), que pour le point —p ayant les coordonnées 
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(—P1, —P2, —Ps)- Pat conséquent, — pest sur la surface de {a, g, 1}, 


si — py est. 


Il y asix faces du parallélépipède et chaque face peut contenir au 
plus un point du réseau; car si l’on suppose que p et q soient deux 
points du réseau sur une seule et méme face, une des équations 

Eo, y= o oul =o sera remplie par le point p — q ayant les coor- 


données (p; — gs, p»— 


Jas Ps — 


qs); mais ceci est contraire a l’hypo- 


thèse que l’origine sera le seul point du réseau sur un quelconque des 
trois plans Ë— 0, n=o et {— 0. 

De la définition d’un parallélépipède extrême il ae que chaque 
face doit contenir au moins un point du réseau qui ne se trouve pas 
sur une autre face. Il en résulte que chaque face contient exactement 
un point du réseau, et ce point du réseau ne se trouve pas, alors, sur 


+ 


six points du réseau. 
THéoRÈME 2.3. — Sur la surface de | a, g, l} on peut, et cela d’une 


seule manière, 


(2) 


Po: CP, » Py » Ps ) 


(2) (2) 


et ps 


trouver trots points du réseau y; 
(3) 


1>Pa>Ps 


(3) 


: (P 


(3) 


: CP 


) sur trois faces respectives et 


une aréte. Toute la surface contient, alors, ni plus ni moins que 


(4) (4) (4) 


19 Po» Ps 


non opposées E—e,a, 1 = e2g et C=e,1 ('), tels que e,e,¢;,=+1 et 
que, lorsque la matrice des coefficients des formes linéaires e, E, ean, 
e;C est trans formée par l'effet de 


z (i) Mae CS) 
Px Pa Ps 
aE Aan Cart EE TS) 
P=] ps? ps Ps = 
(ita) > (3) 
Ps Ps Ps 


AMD 
seme | pie mat 0% 
es ay er à 


les grandeurs a, b, c, f, g, h, j, k et l étant toutes positives, la matrice ® 
ait un des six systèmes de signes qui suivent : 


I. 


II. 
EEE 


t+ + 


— + — 
_— — + 


+++ 
— — + 


IL. . 
+ — — 
—-+ — 
+++ 


et, deplus,a>b,a>c;g>œf,g 


Pour prouver ce théorème on fait usage de plusieurs lemmes. 


IV. Y. 
++ ++ 
— + + + + — 
+ — + —++ 

Shyla pls: 


VI. 
+ — — 
— + — 
— — + 


(4) Les nombres ei, €», e; Sont égaux à +1, parce que les trois plans, dont il s’agit 
sont ceux qui contiennent des faces de { 4, g, I 
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Lemme 2.1. — L'un au plus des six points du réseau situés sur la sur- 


face d'un parallélépipède extréme pour E, net C, peut se trouver dans un 
quelconque des huit octants qui sont déterminés par les plans #0, 


neo, C=O: 


On suppose que deux de ces six points, c’est-à-dire r et s, soient 
dans un seul et méme octant. On désigne les valeurs de &, n, { pourr 
ets par (x), Ë(s), n(r), n(5), (x), C(s). Alors 

E(t) = eX, n(t) =esdr, C(t) = esp, 


E(s)—eix, (8) eshy,  E(s) = Cs pa, 
te on OE Win Be 
0< “Sa, o< hs g; 0 < pu (T= ta 
De la loi distributive, il suivrait que 
E(t — 8) e1(%1— X%), n(t—s)—=es(Ai— Ag), F(t — 8) = e3 (ps — Ua): 


D’après le théorème 2.2 les points tr et s ne se trouveraient pas dans 
un seul et même plan de la forme Ë = const., 7 = const. ou C — const. 
Il en résulterait que 


o<|é(t—3s)|<a, o<|n(r—s)|<g, o<[C(r—s)([<l. 


(Parce que r et s ne coincidaient pas, il est clair que t —s ne serait pas 
l’origine). Un point du réseau r —s autre que l’origine se trouverait, 
alors dans le parallelépipéde extréme, mais ceci contredit la définition 
d’un tel parallélépipède. Par conséquent, la supposition que deux 
points puissent étre situés dans un seul et méme octant, ne se sou- 
tient pas et le lemme se trouve vérifié. 


LEMME 2.2. — Sit t,, ty, ts, —t,, —1, —+, sont les six points du 
réseau situés sur la surface du parallélépipède extréme | a, g, l}, on 


pourra, et cela d’une seule manière, en choisir trois 41, do et gq; tels que 
q, soit dans le plan E — a, 4, dans le plan n = g et 4, dans le plan C— l. 
Dans la matrice 


E(U) (42) E(4s) a ets Dee 
V=H ni) ni) ng) f= +tf gs +A, 
E(q) C(a2) (43) LPO HE mil 
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ou 
a=| E(u) |, b=|E(42)|, | c=] E(as) I, 
f=(nla)|, g=|n(a2)|, : A=] n(q3)I, 
J=|(u)|, A=] E(4s)I, =|€(4) |; 


; le système de signes doit étre un des vingt-quatre suivants : 


ie LA S ï. Be 6. 
EH ++ 4-4 I + 4H 
+ + — + + - + + + + — + + + de. 
+ — + Ho He k + + ++ + + — + 4 

dE 8. ASS fo, #82 11. 12. 
Con ln HE out — 4 ne + — + + — — 
++ — ++ + ++ + +4 + + + re 
— ++ — + + + + + + — + + 

13. 11. 15. 16. We 18. 
oot + =F et a + + + = + eh 
— aS — + — — + + — + + + += 
— + + — + + —— 4 — + — + — + 

19. 20. de 22. 23. Qh. > 
+ + — Be me dr an ns a + — + + — — 
ae — + + + + one. et Se Un 


i tee en tee ae LH + +++ +++ 


Pepi Gg b arc 2 >f, gh; l>J, UK. 

La vérité de la première partie du lemme 2.2 suit du théorème 2.2; 
la vérité de la deuxième partie suit du lemme 2.1, et les inégalités à 
la fin du lemme résultent de la définition d’un parallélépipède extréme 
et des restrictions imposées sur €, n et €. 

On peut séparer les vingt-quatre systèmes de signes en six classes 
comme il suit : 


On choisit les nombres e,, e, et e, égaux à +1 ou — 1 indépendants 


l'un de l’autre; alors ¢,&(e,q,)=€(q.). en(eqg)—n(m) et 
Cres 4; 1 == 443 )- Soient Pp, ei, Po = oo Cl Ps — e395. La matrice 


€ E(Pi) 1 E(pe) Er 5(Ps) €1€1 2(91) its Eds) C13 5(43) 
D—| egn(pr) ein(p) esn(ps) || Cvein(q) e2€2n(q2) ee; n(q3) 
Es C(Pa). ex C(P2) es (Ps) €3€: E(qi) Ese2 6(42) eses (4s) 


_ne diffère de la matrice W que par le signe attaché à chaque élément. 


2 à 
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Lemme 2.3. — Pour chacun des vingt-quatre systèmes de signes 

‘dans Ÿ, des nombres e,, es ete; peuvent être choisis, et cela d’une seule 

manière, tels que €,€,€;—= + 1 et tels ques le système de signes dans ® se 
trouve parmu les six suivants : 


I. IT. as Ill. IV. ie VI. 
+ + + + — — + — — + + — + — + + — — 
— + — + + + — + — — + + + + — — + — 
— — + — — + + +- + + — + — + + — — + 


Six systèmes parmi les vingt-quatre coincident avec les systèmes | 
a VI. Un examen bref révèle les valeurs de e,,e, et e;, que l’on prend 
pour les dix-huit autres cas. Le Tableau suivant donne dans chaque 
cas ceux des nombres e; qui doivent être négatifs et indique le système 
correspondant de signes dans ® : 


1. €, €, VI 1 es, Ca, Lil 13°45 @,; 1V 19. 2), é; 4 
2. €, é3, III 8. e;,,es, VI 14. e,,es, Il 20. 6s, Bes 8 
3. €1, €, Il OF ences ek 15 Tes; Va 21. e;, es, 11 
k.. e1, €3, IV 10. aucun, V 16. aucun, I 22. aucun, IV 
DJ. Er x) V 11 6,2. 1" 17.613 Cy, TU 23. e1, és, VI 
0: es es 12. aucun, Il 18. aucun, VI, 24. aucun, III 


Les six systèmes de signes I à VI seront dits les systèmes canoniques 
de signes. 

Sans égard des connexions avec ce problème-ci, on regarde le chan- 
gement d’une matrice de cette manière comme une opération sur la 
matrice. On voit tout d’abord que si l’on opère sur ® par la mème 
substitution (c'est-à-dire les mêmes trois nombres e;) qui a trans- 
formé V en D, ® se changera de nouveau en Y. 

En général, si une deuxième substitution e, suit une première subs- 
titution e; où les nombres e; ne sont pas tous égaux respectivement 
aux nombres e;, tout l’effet est celui d’une seule substitution e! dans 
laquelle é— e;e;(i— 1, 2, 3). Il est clair, alors, que chaque substitu- 
tion e; sauf celles qui se trouvent dans le Tableau ci-dessus trans- 
forme W en une matrice qui n’a aucun des six systèmes canoniques 
de signes, mais qui a un système pris parmi les dix-huit autres. Par 
exemple, la substitution e, ——1, e,—=1, e,——1 transforme le 
système 1 en le système 23, 
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Il est digne d’attention que le lemme pourrait tout aussi bien être 
énoncé : il y a une seule manière de choisir des nombres Pr; €. 4 €; 0e 
J'açon que esese,; ——1 et tels que le système de signes dans ® soit un 
des six systèmes canoniques. Ceci est évident, puisque l’on peut 
changer à la fois les signes de tous les nombres e; sans affecter la 
matrice ®. 

On peut ranger les parallélépipèdes extrêmes par classes selon le 
système canonique de signes qui se trouve dans ®, c’est-à-dire selon 
six types de distribution des points du réseau sur la surface du 
parallélépipède. 

Le théorème 2.3 se trouve vérifié dans les résultats des deux 
lemmes 2.2 et 2.3, car aussitôt que les points q; et les nombres e 
sont déterminés, les p; sont aussi fixés. 


THÉORÈME 2.4. — Selon que le système canonique de signes dans ® est 
le système I, II, ... ou VI, la matrice ® remplit les conditions ci-dessous 
désignées par le méme chiffre I, II, ... ou VI. 


I, II. 3 Ill. 
b+c>a JERS 8 JES! 
Sf>houj>k k>joub>c c>bouh>f 

E IV. V. 
b>couh>fouj>k c>bou f>houk> J 
’ VI. 


b+c=a, f+h=g, j +k=l 


parmi les deux ou trois conditions qui sont séparées par le mot « ou » 
une au moins a lieu chaque fois. 


Les démonstrations pour les cas divers suivent par ordre : 


I. On a les égalités 


e E(p)—@ €1 6(P2) = Ÿ, ei 5(Ps) =; 
en(n)=—f  e2n(ra) = Ss €21(P3) =—h, 
Cre (yes; es €(p2) =— fk, es (Ps) = 2. 


_ Les valeurs de &, n et © pour le point du réseau p = p, + p, sont 


E(p) = Ep) + E(ps) = 1 (b +0), 
n(p)=n(p) +1(P3) = e2(6 —*), 
C(p) = Ep) + C(P3) = e2(— A +24). 

Ann. Ec. Norm., (3), LVI. — Fasc. 1. > 
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IL est clair que le point p n’est pas l’origine puisque |&(p)| n’est pas 
égal à zéro. Alors ce point ne peut pas être dans l'intérieur du paral- 
lélépipède extrême. Par suite, puisque les valeurs absolues de 4 eté 
sont moindres que g et J, respectivement, il faut que |E(p)|24, c’est- 
a-dire, b + c> a. Si l’on suppose que b + c=a, &(p) =e,a; mais ceci 
est la valeur de &(p,). Il n’y a qu’un point du réseau dans le plan 
E —e,a, par conséquent, on a p—p,. Cela demande que 


n(p) = n(P1) =— ef, 
tandis que l’on a vu que y(p) = e.(g — A); par suite, on aurait 
g—h=— f. 


Mais ceci est impossible puisque l’on a g>h, f >0o en vertu du 
théorème 2.3. Il en résulte que b +c >a. 
Les valeurs de &, n et Ÿ pour le point du réseau 


P—— Pit Pot Ps 
sont 
2(p) =— Em) + Ep) + E(ps) =e: (—a+b+e), 
n(p)=—n(P1) + n(P2) + n( Ps) = e2( f+g—h), 


c)= Ep) + C( po) + (ps) = es ( J—k+1). 


Puisque a >b, a >cetb+c >a, il en résulte que a >b+c—a>o0, 
c'est-à-dire a >|&(p)|>o. Alors p ne coincide pas avec l’origine et, 
par conséquent, p n’est pas situé dans l’intérieur du parallélépipède. 
Du fait queg >A et 1>4, ilrésulte que f+ g—h>o etj—k+l>0; 
puis l’on doit avoir ou f+ g—h2g ou j — k +121 pour assurer que 
le point p ne soit pas situé dans l’intérieur du parallélépipède. Par 
conséquent, l’une au moins des inégalités f>h et j># doit être rem- 
plie. On n’a ni f=h, ni j =f, car si l’on suppose que f= A, alors, 
puisqu'il n'y a pas deux points du réseau dans un seul et même plan 
de la forme n — const., il en résulte que p, —p;. Mais ceci est con- 
traire au fait que les points p,, p, et p, sont tous différents entre eux. 
On trouve une pareille contradiction si l’on suppose que ;—=4. La 
nécessité des conditions, quand le système canonique de signes 
dans ® est I, se trouve vérifiée. 


Il. Soit «;; la valeur du terme de la 2% ligne et la:j" colonne de la 
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matrice des coefficients des formes linéaires E, net C. On pose 


FRERE ! 4 ! pus , 
5 %92L, + oz Hy + Ay, Ls, N = Ayn L, + Ogg Ly + Agr 2's, 


Ds ! 
CS did, + Og Xl, + O11 2's; 


ceci a l’effet de donner des noms nouveaux aux &, n et C et les trois 
axes, comme il suit : &’—=y, nt, LE; a, —2, x, x, et 
æ,—æ,. Le déterminant de la matrice des coefficients de &’, n’ et£’ a 
la même valeur que celui de Ë, n et &. 

Le parallélépipède extréme { a, g, l} correspondant à &, n et € coin- 
cide avec le parallélépipède extrême {g, La}, correspondant à &’, x/ 
et ¢’. On peut appliquer alors les théorèmes 2. 1, 2.2 et 2.3 d’une telle 
manière que l’on trouvera des matrices P’ et ®’ des mêmes natures 
respectivement que P et ®. Puisque le système canonique de signes 
dans ® est II, celui dans ® est I. Les conditions b'+c'> a!, f'>h' 
ou 7'> 4’ que satisfait ©’, se transforment au moyen des relations 
entre Ë£,n,CetE,n, Cen f+h>g;k >joub>c pour ®. 


III. Si le système canonique de signes dans ® est III on pose &’=Z, 
Se i) aos, did vo.” Dev meme -facon’ que 


dans II, il s’ensuit quej +-k >/;¢ >bouh> f. 
IV. Ona les égalités 


érE(b)= a, € (pr) —= D; ey 2(p3) =— e, 
Es n(p) = — Beni) venise den, 
€3 E(p) = fe APR, €3 CPs) = i 


Les valeurs de &, n et € pour le point du réseau p—p, + p,+ p; sont 
E(p) = Em) + Ep) + E(ps) = e1( a+b—c), 
nip)=n(n) +n(m)+n(m)=e(—-/f+sg+h), 
C(p) = Eh) + Ep) + C(ps) =e( J —4+E). 
Ce point p n’est pas l’origine parce que la condition a >c demande 
que |&(p)|=a+h—c>o. Les trois sommes algébriques entre 
parenthèses à droite dans les expressions ci-dessus sont positives. 
Pour assurer que le point p ne soit pas situé dans l’intérieur du paral- 
lélépipède, l’une au moins des trois inégalités suivantes doit être 
remplie 
a+b—c2a ou —f+gth2g ou fo—k+lel. 
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. Aucune des égalités ne peut avoir lieu, parce que la supposition 
qu’elle puisse avoir lieu implique une contradiction pareille à celle 
des cas précédents. Par conséquent, ona b >couh>/fouj >#. 
_V. On pose Ê—E, n'—%, Vy, a, =, 2,=2, T=. La 
matrice ®’ a le système canonique de signes IV. Les conditions 6’ >’ 
ou h’> f' ous’ > #' que satisfait ®’ se transforment enc > b ouk >j 


ou f >h pour ®. 
VI. On a les égalités 
en EP) =" &, ex E(rm)—=—0;, € G(Ps)——0C; 
een(m)—=— SJ, es (P2) — 24: €27 (Pps) =— À, 
es CiP 7; es (Ps) =— À, es E(B)—= L. 
Les valeurs de €, n et € pour le point du réseau p=p;+p;+p; sont 
C(p) = En) + Ep) + 2(ps) =—e1(— a+ 6+ 0), 


n(p) = n(P1) + N(P2) + 1( Ps) =— e( I> 6764), 
+ Ep) = C(p1) + Er) + C(ps) =—e3(  yrk—lL). 


Puisque a>b>0, a>c>0; g>f>o. g>h>o, l>j>o et 
l>k>o, il en résulte que |E(p)| <a, In(p}| << g, [E(p}| <E Ceci 
demande que le point p soit dans l’intérieur du parallélépipède et, 
par conséquent, le point p est l’origine. Il en résulte que 
6(p) =n(p) = (Pp) =0, 
c'est-à-dire 
b+c=a, fth=g et Jtk=l. 

Une matrice quelconque ® sera dite canonique, si son système de 
signes est canonique et si, en même temps, ses éléments remplissent 
les conditions a >b,a>c,g>/,g>h,l>j,l>k aussi bien que 
les conditions qui, d’après le théorème 2.4, correspondent à ce sys- 
tème canonique de signes. Une matrice canonique sera dite canonique 


du type I, I, ... ou VI, selon que le système canonique de signes 
dans ® est I, II, ... ou VI. 
TuéonèmE 2.5. — Si ® est canonique d'un des types 1 à V, le détermi- 


nant de P sera égal à +1; si elle est canonique du type NI, le détermi- 
nant de P se révélera égal à zéro. : 


On désigne le déterminant de ® par |®| et celui de P par D. De la 
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définition de ® il résulte que AD =|]. Puisque tous les éléments 
de P sont des nombres entiers ou zéro, le déterminant D doit étre un 
nombre entier ou zéro. 

On démontre d’abord que D = o quand ® est une matrice canonique 
du type VI. On a alors 


a —b —e 
|®|=AD=|—f g —h|, 
—j —k 1 


où b+c=a,fth=g,jtk=l. Donc |®|= 0 et, puisque A> 0, 
D doit être égal à zéro. 

On démontre dans ce qui suit que D — 1 quand © est une matrice 
canonique du type I, IJ, ..., ou V. 


Lemme 2.4. — Sz ® est canonique du type 1, Il, ..., ou V, on aura 
42D2r. 


Comme la preuve du lemme est à peu près la même pour les cinq 
types, on ne donnera les détails que pour le type I. On y a 


a b c 
|\®|=AD=|—f g —h |=agl—ahk+ fol + fek +jbh + jgc, 
ep HY og 
ou 
HD 0.5. ao 6 > 0,'. . er ft, 
Ho ol) Oe Leo) 
Alors, 


ag > ahk> 0, agl> fol > 0, agl> fck > 0, 
agl>jbh>o, ag >jJgc>o0, 


et, par conséquent, 5agl >|®| > o. En vertu du théorème 2.1 et de 
la définition d’un parallélépipède extrême on obtient agl< A; et par 
conséquent, 5 > D > 0. Mais D est un nombre entier, et l'on a, par 
suite 4>D21.Le lemme est donc prouvé. 

Pour prouver que D+ 2, 3 ou 4, on fait usage des théorèmes que 
l'on a déjà énoncés concernant les octaèdres du réseau (cf. Défini- 
tion 8, section I). L’octaédre, qui a ses sommets aux points pi, Pa, Ps, 
—p,, —P2, —Ps, est symétrique par rapport à l’origine, et tous ses 
sommets sont des points du réseau. Parce que tout l’octaédre sauf les 
sommets se trouve dans l’intérieur du parallélépipède extréme { a, g, l}, 
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cet octaèdre se révèle un octaèdre du réseau. On voit tout d’abord que 
D =r ou 2. Si D — », tous les points de la forme 


a 


3 3 3 : : 
p= (1+ Sa (tet 5) at (ne =) (yi, 0 entiers) 
seront des points du réseau. Mais ceci n’a pas lieu comme on verra en 
vertu de ce qui suit. Quand ® est canonique du type I, on considère le 
point pour lequel on a y,=0, Y:—=Y:—=—1, 9=1, C est-a-dire le 
point 
pa À: 1 1 
1 oh fo te oer 
Alors 
es I 
|E(@@)|==| a—b—el<a, 


I 
RON ES et ne de ki L 


2 


HO ES ETES 


Il en résulte que p est dans l’intérieur du parallélépipède. Puisque 
D 40, il s'ensuit que p n’est pas l’origine. Par conséquent, le point p 
n’est pas un point du réseau. Alors D—1. 

Quand ® est canonique du type Il, le même raisonnement montre 


que le point, pour lequel on a y, —0, y, = y;=—1, 0=1, n’est pas 
un point du réseau; par conséquent, on a une seconde fois D — 1. De 
mème pour le type III le point, pour lequel on a y; = 0, y, —Y:——1, 


2 =1, n’est pas un point du réseau. Alors, on a encore D —:1. 

Quand ® est canonique du type IV ou V, le point, pour lequel on a 
Vi Ya Yi== 0, d—1, n’est pas un point du réseau. Par conséquent, 
on a encore une fois D — 1. Ainsi le théorème est prouvé. 


TaéoRÈME 2.6. — Si l’on peut trouver trois points du réseau yp,, ps, Ps 
et trois nombres e;— + 1 (t=1, 2, 3) à produit e,e,e,=1, tels que la 
matrice P des coordonnées des points p,, pa, ps ait le déterminant +1 . 
et tels que P trans forme la matrice des trois formes e,&, Est}, e,Ç en une 
matrice ® canonique du type I, IL, ..., ou VI, la matrice P sera une des 
matrices qui, d'après le théorème 2.3, correspondent aux parallélépi- 
pèdes extrêmes pour ©, n et €. 
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On peut regarder la matrice P comme une transformation qui intro- 
duit un système nouveau de coordonnées (X,, X:, X;) où 


MID Li Py eet pa Bp as 
Puisque le déterminant de P est 1, les coefficients g\” dans la transfor- 
mation P-' sont entiers et l’on a 

mi qy X, + gi) X. + gi Xs Ci —) Fer ye 
On voit tout d’abord que tous les points qui sont points du réseau 
dans le système (X,, X,, X;) se révèlent aussi comme des points du 
réseau dans le système (æ,,æ, Ts) et réciproquement. Les trois points 


Pi, Po, et p; ont les coordonnées respectives (1, 0, 0), (0, I, 0), et 
(0, 0, 1) dans le système (X,, X., X;). Il est évident que l’octaèdre 


dont p,, po, Ps, —Pi, — Po, — p, sont les six sommets est un octaédre 


du réseau dans le système (X,, X,, X;). Du fait que le réseau est 
transformé en lui-même par P (ou P-'), cet octaèdre est en même 
temps un octaèdre du réseau dans le système (a,, æ,, æ;). 

On considère le parallélépipède { a, g,/} où 4, g et Zsont les élé- 
ments de la diagonale principale de la matrice D. Puisque ® est une 
matrice canonique, on a, d’après la définition, a >b,a >c, g>f, 
g >h,l>j,l>k. Ilen résulte que les points p,, p, et p, ne sont pas 
seulement dans les plans qui contiennent les faces de { a, g, /} mais 
en réalité sur ces faces elles-mêmes. Ce parallélépipède est un corps 
convexe symétrique par rapport à l’origine. La fonction de distance 
généralisée qui correspond à ce parallélépipède est 


le 5 
a 


En employant P, comme il est indiqué par la Définition 9, on obtient 


g 
i 


Nn 
f(y yy) = max ( = 
5 


FOX, Xo, Xa) = max ( (|= 1 ta al) |) 


où =, H et Z sont les formes respectives en lesquelles €,6, Ex, es 
sont transformées par P. Par suite, les coefficients de = sont les élé- 
ments de la première ligne horizontale de la matrice ®, ceux de H 
sont les éléments de la deuxième ligne, et ceux de Z sont les éléments 
de la troisième ligne. 
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En tenant compte des conditions du théorème 2.4, on voit que la 
fonction F(X,, Xs, Xs) remplit l'inégalité F(X,, X:, Xs) >1 pour 
chacun des points dont on a fait une liste dans le premier résultat qui 
suit la Définition 9; par conséquent, le parallélépipède {a, g, l} est 
libre. Ge parallélépipède remplit la définition d’un parallélépipède 
extrême pour €, n et &, et le théorème se trouve donc vérifié. 


SECTION I. 


DÉMONSTRATION DE L'ALGORITHME DE MINKOWSKI. 


On se propose maintenant de démontrer les algorithmes dont on a 
besoin pour déterminer tous les parallélépipédes que comprend la 
chaîne appartenant à €, y, C. 


THÉORÈME 3.1. — Si l'on prend pour point de départ un parallélépi- 
pède extréme pour §, n, ©, la formation successive de tous les voisins 
fournit alors la totalité des parallélépipèdes extrémes qui existent pour 


ei 


Ce théoréme-ci a été démontré par Minkowski (*). On voit tout 
d’abord, en vertu de ce théorème, que l’on peut PAUSE d’un parallélé- 
pipède extrême quelconque { Go Lo D } à un autre { a, 8 1} quelconque 
choisi d'avance, en prenant une succession finie ie voisins. 


TnéoRÈME 3.2. — Quand on donne des noms nouveaux, convenable- 
ment choisis, aux axes et aux formes linéaires (*) comme l'on indique 
dans le Tableau ci-dessous, le E-, n- ou C-voisin, dont il s'agit, deviendra 
le E'-voisin, et la matrice ® sera toujours une matrice canonique du 
type 1, ..., ou VI dans laquelle l'inégalité b’ >> c’ est remplie 


(1) H. Minkowsa1, Gesammelte Abhandlungen, X, p. 283,.« Zur Theorie der Ketten- 
briiche ». 


(*) Ceci est semblable à ce que l’on a fait en démontrant les cas II, Ill et V du théo- 
réme 2. 4. 


AREAS 
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= Le type de 2’ 
se trouve sous le chiffre 
correspondant a ®. 


Condition, | Substitution. LOC SL IVE VS - VI. 
3 ee Fa pee à d 
Be À =. n=t, tan 
Evoisin, o> b jon of ae) de vy vi 
ss En, n=E, C=0' | | 
h > ’ ? ; 
n-voisin, f > re RE Pt II 4 fil V IV Vi 
a LA — 1 SL t , 
n-voisin, h>f AD ee Sant af Wo: Ww IV V vi 
AA eee eS Li Ti, 
‘ E — LA — 4 — 7 - . 
r-voisin, j > k ARE SE USE TL INC V VI 
Mes Sees tuer, À 
Pa ES y caer es eee I HO 1 V IV vi 
HT Mi a 


Dans la chaine des extrêmes pour Ë, n et Z, on See extrémes de 
première espèce les parallélépipèdes pour lesquels la matrice P possède 
un déterminant D—1. On nomme ceux pour lesquels D —o les 
extrêmes de deuxième espèce. 


Taéorème 3.3. — Les voisins d'un {a, g, l} de deuxième espèce sont 
toujours tous les trois de première espèce. 


On fait la substitution indiquée dans le Tableau pour faire b' > c’ et 


pour que le voisin dont il s’agit devienne le £/-voisin. Alors, puisque _ 
pour q puisq 


® est du type VI, ®’ l’est aussi. En vertu des théorèmes 2.3 et 2.4 
on a | 
ee PNR eg oobi een à >}, Li; 
b'+c'— a’, PER EES TERRE, 


Si p,, p,, p, sont les trois points du réseau dont les coordonnées 
figurent dans P’, rangés par ordre des colonnes de P’ dans laquelle 
leurs coordonnées se trouvent, le E’-voisin aura sur sa surface les 
quatre points du réseau p,, p,, — — D, — Par et; en outre, -deux autres 
points du réseau que l’on désignera par p, et — D, [1 indice 2 s’y 
trouve parce que les coordonnées de p, sont situées dans la deuxième 
colonne de la matrice P’ (*)]. Puisque l’on a b’>c’, les coordonnées 


(1) La matrice P’ est la matrice des points du réseau situés sur la surface du voisin, 
les coordonnées étant relatives aux nouveaux axes; ®’ est la matrice canonique corres- 
pondant au voisin par rapport à ces mêmes axes et aux formes &, .) Le 


Ann. Ec. Norm., (3), LVI. — Fasc. 1. 4 
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de p, ou — p, se trouveront dans la première colonne de la matrice 
P’, et celle de p, ou — p, dans la troisième colonne. 

Si l’on suppose que le voisin soit de deuxième espèce, la matrice ®” 
correspondant à ce voisin devient 


APE LT, b= b'+ 0", 
D — et 2! =h |, où Z'=£8'+ h', 
ae fot Pee V=k'+ k’. 


On a vu que / —# + j', par suite # =,’. Puisqu’il n’y a qu’un des 
deux c points du réseau p, ou — p, pour lequel C=)’, il en résulte 
que p, = +}; par conséquent on à a ‘= b’=b'—c’, mais ceci est 
impossible parce que b' > c’ > oet a’ > b'. Le théorème se trouve ainsi 
vérifié. 

Pour obtenir le £-voisin quand on a b > c, on baisse les E-faces 
jusqu'aux points du réseau sur les -faces (pour ces points on aS —+b) 
et l’on élève ensuite les n-faces jusqu'au premier couple de points du 
réseau qui ne se trouvent ni dans les €-faces ni dans les £-faces; le 
premier paramètre est diminué, le deuxième est augmenté et le 
troisième n'est pas changé. Pour le £-voisin fay, gi }de fa, g, lion 
a alors a,=b<a, g,>g,etl,=l. Puisqu'il y a au plus un point du 
réseau dans chaque plan de la forme &=const., y= const., il en 
résulte que deux points du réseau dont les coordonnées se trouvent 
er sont p, =d, po, ps == dyp;, Où d, = +1, d,x=+t. 

Si | a, g, l} est de première espèce, P sera une matrice à détermi- 
nant 1 dont les éléments seront des nombres entiers. Alors l’inverse 
P-', de la substitution dont P est la matrice, existe; tous ses éléments 
sont des entiers; et le déterminant de P-' est 1. On pose T=P 'P. 
Etant le produit de deux matrices dont les éléments sont des entiers, 
Test elle-méme une telle matrice. Si l’on désigne par g° le cofacteur (') 


de p” dans P, ona 
Er + CET 
es relations 


nt Je 2) rae) emer 4 Q 
Pi == di pi ; iD din) (r=r 2) 


A ——— 


(1) On appelle ainsi le coefficient dun terme dans le développement du déterminant 
d'une matrice. 
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il suit que 


3 
(A) (2) 
2 ya Px 0 
ET 
. 
T=] 4 arr o 
K=£ 


3 
C3) eal 2 
Me) ye qi: Di d; 
h==1 


Alors 


3 + 
D arme 


K=1 


selon que le voisin ! a,, g,, L, | est de première ou de deuxième espèce. 
On pose 
3 


3 3 
CAF (2) 32) — NE D) qe 
> 7 Pk — xd, » Vik PK = md, Da PE = nds 
REA * 


K=1 k=1 


ou d,=—d,d, et où x=1 ou x —o selon que {a,, g,,/,} est de 
première ou deuxième espèce. Il en résulte que 


dp? d(xpN+ mp?+npf)) d;p} 
P=PT=| dip? d.(xpS+ mp2+ np) d,pÿ 
Ape ds me + np) dap? 


Ces nombres entiers x, met n ne sont pas tous égaux à zéro, car s'ils 
l’étaient, p, serait l’origine; or ceci n’est pas possible. 


D'autre part 
Pom d, (x pi + M Ps + np: ) 


et 
(pe; din xacrmb snc), 


p 
AP.) = @ do(Euf + mgt nh), 
Cl Poa ega.( =e xy mk +o nl) 


où le système de signes ci-dessus est celui du système canonique de 


signes dans ®. 
Les relations a, —b, g,< g, 4, =/, entrainent, en vertu du théo- 


3 
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: =r, AE -_.,> , F 
rème 2.1, la condition g, << 37° Le point p, du réseau se trouve parmi 
les points du réseau qui peuvent étre écrits sous la forme 


p= xpy-+ Mo + AP: (x=+1ouo; m, n, entiers; |x|-+ | m|+|2|21) 


et quiremplissent les conditions 


ESS, nl .Itl<é 


et, en particulier, = p, sont les deux tels points pour lesquels 
ln|= min.("). Il est clair, alors, que si les inégalités simultanées, 
énoncées ci-dessus, peuvent être résolues pour obtenir le nombre fini 
de solutions qu’elles possèdent, p. sera déterminé au signe près. On 
peut déterminer ensuite le signe pour que ® soit une matrice cano- 
nique du type I, ..., ou VI. 

On a-indiqué, dans le Tableau suivant, la matrice T correspondant 


a ® dans les cas divers I à V; les démonstratiôns seront données 
plus tard. 


Algorithme relatif au €-voisin(b >c). —1:1. 7 >k: 


Le] ——. : 
Tessa) x a PR Se mn - 8. 
Oo oO I 
6 , ie 
Deel <b 
0) I 
Tale —71 o À, +, —, —; Ill. 
0) — | = 1 


Le chiffre romain à droite indique le type de ®; les trois signes sont 
les signes des produits e,¢;(i =1, 2, 3); les nombres e; correspondent 
a © relativement au théorème 2.3 et les nombres e; à ®. 


Il et V. — Le signe supérieur est relatif au cas Il, le signe inférieur 
au cas V. 


RE Se Se PR RE NN CE EE Let ess ME 1 


(') Il n’y a que deux points du réseau pour lesquels |n|= min., car autrement n 
s’annulera pour des points du réseau autres que l’origine. 
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On pose 
3 os 
m=|= |, n=(=| u—=a—Mb— Ne, e=ty+Mk—N, 


ou F, G, et H sont les cofacteurs de /, g et + h dans ®. Les crochets 
[ ] désignent le symbole connu : plus grand entier contenu dans... 


m. n. é. 
1° u<e pS k M —: NY +1 
20 DEC a M N—1 =" 
3° wD > 0, mais pas 1° M N =" 
4° u<b p <0, mais pas 2° M N SE 
5° u>b p>0 M NET 255] 


6° u>b p < 0 M +1: N x 


où, 0 0 


EEE 0 3 
Lite b= Et ENT é=—1, IV 
o —Ôn 1 
Il: 4. a+e<2b: 
Ott 
‘Sa M a1 y, —, +, —; I 
o —1 —1 
2. a+ec>2b: 
0 oo 
(| am 1 off, +, +, +; VI. 
a) ail I 
WV ta 380, Fh kh <d: 
o —1 o 
T=| 1 hae ay a yell 
0 0 I 


Algorithme relatif au E-voisin du £-voisin dans les cas II-2, IV-2. — 


cages 
pt, walk; 
y=— y+ Me’— Ne, 
é on. 
e>p! M — N+1 
> v>0 M N +1 
N +1 
M N 
Mr N+ 1 
Hi, = 0" Bret 
d=+1,V;  Ô—— 1, Ill. 
+d(m—n) FÔ 
Cc. : k : 
=[S5e} 135] 
ue, w=b—c; D=g+h, =k; 
u=a—Muw—Nu', 9 =— f+ Mo’— Nr. 
0 0 a 
T= « —90 — Ôn 
F1 + +d(m—n) 


= Ls) aa 8, + à; 
d—+1, IV; Î——1, Il. 
Lorsque b> c le n-voisin du E-voisin est {a, g, l} lut-méme. 


Algorithme relatif au C-voisin du E-voisin dans les cas II-2, IV-2. i 
Le signe supérieur est relatif au cas III-2, le signe He au 


cas IV-2. 
rer (+G— 1H) 
d 7 M= =} N= [ES |: 
Wath tsk v= 6b). = De: 
ro 
u=sJ—Mw—Nu’, y==—a+ Me’— Np’, 
3 “liso a ma 0 
ñ =o ay +1: | 
- T=] 0 —d(m—n) —1 ||, 3 ae cee “ ) 
‘ ae ae =+1, IV; Seyi 1 
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LS Re rs 
Dans le cas III 


UT O O 
Tir =1 pr |, Syn? 
VE 
I I oO 
Dans le cas IV: 
beep ks 
EX! oO Oo 
CEA FRS Ex 
T = o AE i : 
II. 
I I O 
Di Le 
I 18) O 
—+- ms —— 
==) MO Er ells É L 
V. 
O — I oO 


La démonstration des algorithmes suit comme on l'indique par 
les chiffres romains. 


I. Les conditions qui doivent étre remplies par des entiers x, m, 
et n sont : 


(1) | xa+mb+ne|<b 
(2) |—xf —mk+nl\|<l ({x|+|m]+]n|21, x1 0u 0). 
(3) |—xf+mg—nh|=min. 


En vertu des théoremes 2.3 et 2.4 les coefficients remplissent les 
conditions a >b >0, a>c>0; g>f>o,g >h>o;l>j>o, 
l>k>o;b+c>aetf>houj >. En outre, on tient compte de 
la condition b > c. 

On peut écrire de nouveau (1), (2) et (3) sous les formes 


(x) U= xa+mb+nce—=hbd 
(2!) V=—x] —mk+nl =A l CUA 0) ise). 
(3) W=—x«f + mg — nh = min. en valeur absolue. 


Puisque x= +1 ou o pour toutes solutions dont il s’agit, on 
obtient les valeurs de m et n comme fonctions de x, A,, Aa, a, b, 


Gy eUC: iy ts 
_ al +a LOI heel or - 
EL Geeta a) eid | POR yaaa an one 
ak — bj he Fath ee: DOI 
D  UOTE che ee 


3 * 
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où F, G et H sont les cofacteurs respectifs de —/, g, et — h dans ®, 
et où v, et v, sont les deux fractions ci-dessus dans lesquelles A, et À; 
se trouvent. Des conditions que vérifient b, c, /, k, 2, et À, il suit tout 
d’abord que |v;|<2(1=1, 2). 

Si l’on pose x — 0, on aura m=v,, n= v, et puisque m et n sont 
des entiers, on aura|m|<1,|n|<1. Parmi les entiers m et n qui rem- 
plissent ces conditions, m—0, n—0 est le seul couple de valeurs 
qui remplit (1) et (2). On ne peut pas regarder ce couple comme la 
solution que l’on veut, parce que ceci entrainerait que p, soit l’origine, 
ce qui contredit l'hypothèse que p, est sur la surface d’un parallélépi- 
pede extrême. Par suite x—æ+1. Se servant de la nomenclature 
introduite plus haut, on peut énoncer le résultat suivant : 


Si l’on a b> c et si la matrice ® est canonique du type I, le E-voisin 
de { a, g, 1} sera toujours de première espèce. 
+. : Lio : 
Si l’on prend x =1, on trouve des bornes pour À et: D'après le 
théorème 2.4onab+c>a; de là, il suit que 


nue 4 
ee MS ee 


En employant ces inégalités conjointement avec les bornes trouvées 
pour y, et v, on voit, du fait que m et n sont des entiers, aie metn 
sont des solutions de 


—4A<m<i, —2£<n<2. 


Quand on cherche parmi celles-ci les solutions de (1) et (2), on trouve 
les couples suivants : 


(i) m=—3, n=1, IWI=f+3g+h;: 
(ii) Ms ne 0, |Wi=f+ 2g; | 
(ili) M=-9), AGE, [Wi=f+2g+; 
(iv) m=—1, n=—1, [W\|=f+ g —h; 
(v) m=—1, r=0, |W|=/f+e;3 

(vi) MT Ne hy [WI=f+ g +h; 


il y en a, qui ne remplissent pas toujours (1) et (2). 


vis 
> 
— 
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La plus petite valeur de | W| correspond à (iv), mais (iv) ne rem- 
plit (2) qu'à condition que j < &; l'inégalité (1) est toujours remplie 
par (iv). Donc, quand j < &, la solution de (1), (2) et (3) est m——1, 
n——1. 

Après celle relative à (iv), la plus petite valeur de | W| est celle qui 
correspond à (v). Puisque (v) est toujours une solution de (1) et (2), 
la solution de (1), (2) et (3) est m=—1, n— 0, lorsque j > #. 

Si l’on emploie x —=— 1, on arrivera aux deux solutions 


DEN IT MEET, 'NR — 1: PSkT SSS Pit | Des: 


mais celles-ci sont les mêmes que les solutions précédentes, sauf 


qu’elles ont des signes opposés, et, par conséquent, elles n’en différent 
pas essentiellement. 


Il reste à déterminer d,, d,, d,, e,e,, e,e,, e,e,, et le type de ®. 


iy ek 
Pa dz (Pi — pr), 


0 ae d;ip® d,( p\?— p) ds p> 
Ha dp ede io), (P= PT | d, p> d,( pl? — pel) dept 
Oo, © a, di pS d(py —p#) da ps? 


Se rappelant que e,; e,, e, sont les nombres e; correspondant à P 
etes, Co, e; ceux correspondant à P, l’on a 


é, di 2(p2) ey as[ Z(p1) — 2(p2)] ei d, EI); ) 
® — Es di n(p:) Es dif (Pi) — (Ps) | Er ds t)( Ps) 
€;d, E(Ps) €: d:[ E(p1) — E(p:)] e; A; E(p:) 


Exeidib ee; d( a—b) Éjer d; 6 
= Exe» di 8 C9 ls d(— f — g) — @,e,d,h 


ee Kew er es dy(— J +k) €;€;d;l 


Puisque les termes de la diagonale principale doivent étre positifs, 
ona 


a= CnOne d, = — 6,6, lie; e: 
et £ 
(@e:)° D — (€,€,)(@:@2) (A@— b) . (érem)(e:e) © 
D—| (é:¢2) (4a) 8 (ee) (f+8g) — (€e2)(@,e5) h 
— (@;é;) (11) kK (€,€,) (8ses) (J — À) (ee; l 
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De ce que l'on a €,€,€,—=1 et €,e,€,—=1, il suit que 
(€1€1) (8262) (€: 63) =I. 
Puis les lemmes 2.2 et 2.3 nous donnent un moyen de choisir les 
seuls produits e,e,, €:€2, ese,, pour lesquels ® est une matrice cano- 


nique; on obtient 
1e: —= 1, ésEs — 1; EN 


et l’on voit que ® est canonique du type V. Par suite on a 


I| 


aT, d= —=4 A4; Pi = Pe, Pe — Pit Po, Ps = P:. 


HER s | 
Pa = da (pi — pe — Ps). 


On emploie la même méthode que dans 1 pour obtenir 


exe db — ei d(— a + bd + c) te; d;c 
® — Ce di g — s&s Ao ( f+g—h) — Csesd;h > 
— €3€,d, k = exe: d:( y —_ he l) €,€;d,1 


doncd, = ¢,e,, ds = — e,e,, dy = €3€;. En reportant ces valeurs dans ® 

et remarquant que b+c >a, on applique les lemmes 2.2 et 2.3 

pour montrer que e,€,—1, 6€: = — I, €,;¢; = — 1, et que ® est cano- 

nique du type III. Par conséquent, 

di=1, d,=1, = A; Pi= Po, Po = Pa — Po— Ps, Ps = — Ps. 
Il et V. — Les cas II et V peuvent étre simultanément résolus. Les 


conditions (1), (2) et (3) qu’il faut remplir dans les cas respectifs 
sont les suivantes : 


ars: 
(1) | xa—mb—ne|<b 
(2) |—xy —mk+anl|<l ({x| +] m][+|2|21; «+1 ovo). 
(3) | 2f+mg+nh|= min. 
V: 
(1) | xa— mb+ñc|<h 
(2) | x + mk + nl | <1 (jx|-+|m|+|n|21; x=æ+iouo) 


(3) | xf+mg—7ñh = min. 
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On pose pour V, x =x,m=m, n——n; alors on peut écrire (1), 
(2), (3) pour les deux cas sous la forme 

(x2) U= xa—mb—ne=i,b 

(2) V=tx] + mk—nl =3,l CUA se bs. Ape 0): 
(3) W= xf+mg+nh=min. en valeur absolue. 


Le signe supérieur dans (2') appartient au cas II, le signe inférieur au 
cas V. On a aussi F= 61+ ck, G=aly=cj, H= ak + bj. On tire 
de (1) et de (2) les valeurs de m et n comme il suit : 


al = cj — hbhbl+kel __ G 
me Doc bla che Re 
Koss Ebj+ak. —),b1—),bk  ÆIl À 
a ec oo home 


Si l’on pose x — 0, on obtiendra |m|<1,|n <1; parmi les entiers 
qui remplissent ces inégalités, m— 0, n=o est le seul couple qui 
remplit (1) et (2). Parce que p, n’est pas l’origine, on peut énoncer 
comme dans le cas I : 


Si l’on a b cet si la matrice ® est canonique du type II ou V, 
le Ë voisin de | a, g, | sera toujours de première espèce. 

Aucune borne numérique indépendante de a, b, c, ..., ne peut 
A . Ca H : : : 
être obtenue ni pour & ni pour + 7» par conséquent il faut exprimer 
les solutions comme fonctions de ces deux quantités. 


On pose vi à 
fe on) 


où les crochets | ] ont le même sens que plus haut. 
Par la théorie des déterminants on obtient pour la matrice ®, les 


équations 

Gp ail Pisce Pea Gree ee He 
Wet MS es F C—0, J+ #8 t oe? ty+ ph-ap =e 
On pose 


u=a—Mb—Ne, v=++Mék— Ni! w=f+Mg+ NA, 


36 PAUL MILTON PEPPER. 


alors 
A A 
o<u<b+c, ah eas ge aye ae 


Des expressions trouvées plus haut pour m et n on déduit 


où — 2<[v,]<1. Les solutions de (1’) et (2) que l’on obtient quand 
on pose x=—1, sont les mêmes au signe près que celles relatives 
à x—=-+1, parce que U, V, W sont des expressions homogènes en x, 
metn. On pose x —1. 
eG hee he ioe 
Parce que m est un entier, & est un entier si y, en est un. Si l’on 


suppose que les deux soient entiers. 
ree G 24 G 
MER —U—=— 


il s'ensuit que — M— 25—mS—M-+1. 
Lorsque v, n’est pas un entier, on voit que 


G G ; 
m=pen=(r]+mes d'où M—i<m<M + 2. 
De mème pour », et l’on voit que 
M —1<m<M +, N—1<n<N +2. 


Plusieurs des seize couples possibles peuvent être écartés au moyen 
des bornes obtenues plus haut pour u et v. Par exemple, si l’on a 


m=M-+ 2, n=N—:1, U=a— b(M+2)—e¢(N —1) =u—2ab+e. 


et 
Vot/+h(M+a2)— “((N—1)=e0+2k+/; 


il en suit que 
Eb aaa Ur bh ¢ k+l<V<aksal. 


La condition (2), c'est-à-dire |V | < J, n'est donc pas remplie. 


UNE APPLICATION DE LA GÉOMÉTRIE DES NOMBRES. 


37 


Cond. 
Solutions pour 
de (1), (2). Bornes de U et V. W. solution. 
. (m—M+2 —2b6<U<—b+e u <b 
Le 2 a 
@) | n=N Re Vieeleea fata’. 28 e<l—ak 
de m—=M +: —b<U<e u>o 
sg nN NED Eee, ogee Pal 
an m—M +: —b—e<U<o u>e 
pe, ena. —laVak ic Cah ate ar 
4 m=M-+1 —b—2e<U<—ec : u>2e 
iy) n=N-+2 TES dd kel PR Reg es) ef 
a m —=M c<U<b+2c fous u<b—e 
1 == Ne 1 Kay on Maen ee p 0 
m=—M o= Ua bec + u < b 
aN hee Nae e<l 
lye m=M = qui 0 u>o 
Qi, | n=N +: —!l—k<V<o eit v>0 
ne m=M—1 b—c<U<2b Re ay Uu<e 
SN ea ee Fong hay ee ark A aye SE 


Après avoir fait de cette manière tous les rejets possibles, on 
construit le Tableau ci-dessus de toutes les solutions de (1) et (2). 

Il s’agit donc du minimum de | W|. Les définitions de M et N et les 
conditions a >b >c>o, [> J, entraînent M20, N>— 1. Puis l’on 
a w2f—h pour toutes les solutions, sauf peut-être la solution (v), 
et l’on en déduit W> f— g >—g. Orla définition d’un parallélépipède 
extrême {a,g,l} demande qu'il n’y ait pas de solution de |Ëj <a, 
|C|<cl, pour laquelle on ait |y|<g; c’est-à-dire, pas de solution de 
(1) et (2) pour laquelle |W|<g. Donc pour toutes les solutions sauf 
(v), on a W > g. Pour (v) on a W =w — h, or, tant que (v) est une 
solution de (1) et (2), (vi) en est une aussi. On vient de montrer que 
w > g lorsque (vi) est une solution; par conséquent, la condition 
W=w—h>g—h>o se trouve remplie pour (v); ceci entraîne 
w — h > g. Pour toutes les solutions on a alors | W}— W. 

Les valeurs de W pour (viii) et (v) sont les plus petites, et, puisque 
(v) et (viii) ne peuvent pas être à la fois solutions de (1) et (2). 
(viii) est la solution de (1), (2) et (3) lorsque u °c, ¢ >4; d'autre 
part, (v) est la solution lorsque u <b —e, 6 0. Après celles-ci, la 
plus petite valeur de W correspond à (vi) qui remplit (1) et (2) 
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lorsque u <b. Mais la condition (3) n’est pas remplie par (vi) à 
moins que ni (v) ni (viii) ne remplisse (1) et (2). Pourvu que les 
conditions sous lesquelles (v) et (viii) seraient une solution de (1) et 
(2) ne soient pas remplies, lorsque u< b, 6 <1, (vi) est la solution 
de (1), (2) et (3). En continuant de cette manière on arrive au Tableau 
suivant qui indique toutes les solutions de (1), (2) et (3) : 


Conditions. m. n. Corresp. 
1° HEC, e>k M —1 N +1 ( viii) 
2° u<b—c, »<o M N—1 (v) 
30-4? u<b,maisnii®ni2 M N (MP 
af D RS Feo M N +1 (vii) 
6° “> 6, p< 0 M +1 N (11) 


4 Il reste à déterminer T,e,e,, ee, ese,. et le type de D. Puisque 
Ps d;(p, + mp; + np;), ona 
oO ds oO 
Ales dsm o 
18) + dn d,, 


De la méme facon que dans le cas I (voir p. 33) on obtient 


— &e;,dib -@e,d,( a—mb—nc) = ee,dxc 
® — C202.0,2 ses dt f+mg+nh) +éed;h 
F Æésedih ee, d(— j = mk+nl) exe: dl 
En se rappelant que W > 0, on trouve que d,=—e,e,, d,—e,es, 
lie xls; et 
‘ (@,e,)2b (ere) (eee) U = (€,e) (€5e,) c 
Dre) (ey ey) (ét) WE ee) CA 
se (exen).( €; 2; ) k = (€36€;) (6e) V (exe,)?7 


ruc, >: 1c1)'onam=M—1,.2=N+1, En remarquant 
que oCuCb+e, —k<e<l, on voit que U>o0, V<o. Les 
lemmes 2.2 et 2.3 s'appliquent pour démontrer que ee =TFiI, 


EE = FI, 63631; di = +1, dit, d,=1 et que ® est cano- 
nique du type I. 


2" u< b—c, eo: m=M,n=N—1;U>0,V>0. Les lemmes 
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2.2 et 2.3 s'appliquent pour démontrer que e,e, =r, 6,6 — +1, 
ses =1, d, = 1, d,=+1, d,=1, et que est du type IV. 

3° u<b, » >0, mais on n'a pas les inégalités du 1° : m= 
n=N;U>0, V >o. Comme 2°. 

4° u<_b, ¢<o, mais on n'a pas les inégalités du 2° : m=M, 
n=N;U>0, V<o. Comme r°. 

Sub, >So: m=M,n=N+1;U>0, V<o. Comme r°. 

6° u > b,e¢<0o:m=M+1,n=N;U> 0. V >0o. Comme 2°. 


M, 


III et IV. — On peut traiter à la fois les deux cas. Il faut remplir les 
conditions suivantes dans les cas respectifs. 


II. IV. 
LR) za — mb —nc| <b, (1) | xa+mb—nec|<b, 
fa) | xj +mk+nl |<, (a) À “y-— mk = nl |< dt, 
(3) | xf + mg nh|= min. (3) |—xf+mg+nh|=min. 
Dans le cas III on pose x— x, m——m, n—n, alors dans tous les 
Cas on a : 
(1) US xa+ mb — nc =hvd 
Coe = af — mi nl —hl (Al <1; RS OY: 


(3) W=+xf + mg+nh= min. en valeur absolue. 


Le signe supérieur dans (3) correspond au cas III, le signe inférieur 


au cas IV. 
% == 0 : on tire de (1’) et (2’) les valeurs de m et n comme il suit, 


_ A, bl+ d,el da bl +2, bk, 


fa ae black eae Die 
d’où 
_, bl=bk , el—bl 
NO aa eee hp eck 


Parce que b >c, />4k, on a |[m—nj}< 25 mais m et n sont des 
nombres entiers, et, par suite |m—7/<1. On pose 

ma=n+e (€==0 ow EL) 
Les égalités (1°) et (2°) deviennent alors 


(1”) n(b—c)+2eb=hb ({Ai|<u1, A : 
(2") . n(l—k)=ek=,,! | i| I, 1 0) 
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Les deux nombres m et n ne peuvent pas ètre à la fois égaux à zéro, 
donc |n|+|e|21. On déduit de (1”) que nr < 0. 

Si l’on suppose que ¢ =1 on déduira n<—1 de (1") et n20 de (2”). 
Par conséquent, € <1. Si l’on suppose que :——1 on déduira n21 
de (1”) et no de (2”). Par conséquent, s£— 1; donc e=o0 et m=n. 

Le minimum de | W| a lieu lorsque m—=n=—=+1; cette valeur est 
|W|=g-+h. Puisque x0, m=n=1 est toujours une solution 
de (1’) et (2’), elle est la solution de (1’), (2') et (3’) tant qu'il n’existe 
aucune solution de (1’) et (2) avec x —1 pour laquelle | W| soit plus 
petite que g + A. 

%=1: 0n tire de (1’) la valeur de m et de (2’) la valeur de n. 


(1”) ma=i,—-f ent 
l b a 
: ({Ai] <1, Aso). 
(27) n=h—$+m] 


PCA soa [54] [5] ++ 
a. Si l’on suppose que m >0, n >0, l’ona 


mgo—2+n—1+2=>n—t et nFo—1+m—1+2=—=mM; 


mais ces inégalités ne peuvent pas être remplies toutes deux à la fois. 
donc il faut que m<o ou n£<o. 


b. On suppose que n< 0, et d’après (1), on en déduit 
MLO—2—1+2—=—1. 
c. On suppose que m< 0, et d’après (2), on en déduit 
RSV—I—1+2—=0. 
d. On suppose que n= 0, et d'après (1”), on en déduit 


a 
ME Ny =o ie 0 d'où m<—1. 
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e. On suppose que m= 0, et d’après (2”), on en déduit 


n=h—4 <1, d'où no. 
Il s’ensuit que m<— 1, n<o. 
On détermine ensuite le minimum de | W|. et, pour cela, on traite 
II et IV individuellement. 


IL. — On déduit du théorème 2.4 que j+4>1, h > f; alors (2’) 
n'est pas remplie par x =1, m<—1, n=o. Par conséquent les deux 
solutions pour lesquelles | W| est la plus petite sont 

ssi, nS 1; |W\|=—f+e4+ h>g; 
m=—1, n=—2; IWi=—-f+g+2h>g+h. 


Seule la première de ces valeurs de | W| est moindre que g + À. Il en 
résulte que x—=1,m——1,n——1 est la solution de (1’), (2°), (3) 
pourvu que ces valeurs satisfassent à (1’) et (2); autrement la solu- 
kom ae(t'). (2) et (3') est x0; m7, n==1. 

Le fait quex=1, m =—1, n=—1 remplisse la condition (1’), 
entraine que a-++-c< 26; tandis que ces trois valeurs remplissent 
toujours la condition (2’). 

On arrive ainsi à toutes les solutions de (1'). (2') et (3’) dans le 
cas III : 

Fe a+te<2b: KS NS 1 nh 


oe ate>2b: OS VI Nr RE 


Sta+c< 2b, le E-voisin sera de première espèce; si ac > 2b, il 
sera de deuxième espèce. 


IV. — Comme m<— 1, n<o, on voit que la plus petite valeur de 
| W| correspond à m——1, » —0; elle est |W|= f + g. Pour tous 
les autres couples des entiers m et n qui remplissent les inégalités 
ci-dessus, ona|W|[2f+g+h >g-+A. A moins que f< het que, 


en même temps, x =1, m=— 1, n=o0 remplisse (1’) et (2’), |W| ne 
devient pas plus petite que g+ A, sa valeur pour x=0,m=1,n=1. 
Au cas où x1, M=—1, n=0 satisfait à (1') et à (2’), les condi- 


-tionsa< 2b, j + k  l'doivent être remplies. 
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Donc dans le cas IV on a deux solutions 


QE a abs f<h, sok<l: L221, Mm==1, RB; 
2 a>2b ou f>h ou j+k>l: = 0,0 Mas 11, wh seas 


_Sa<ob, fh, etjt+k<l, le E-voisin sera de première espèce : 
dans tous les autres cas il sera de deuxième espèce. 


Il reste à déterminer T, e;e;, et le type de D. 


Th 


D  "“Xdss 0 
Id; d, 0 
0 —d, a; 


Le méme procédé que dans le cas I (wor p. 33) donne 


=e, je dy ( xa—b+c) — 6101 d;c 
D — Es C2 da & 629 d,(— xf —g+h) — Cd;h 
Exexd3k e:e: di 4] + k —l) Cs Oy dal 
D'où d,——e, C45 d, = yes, ds= ees, et 
(@,e,)2b  (@,e,)(@2.@2.) ( xa—b+e) —(e,e,)(@;e:) € 
© =| — (@€s) (€,é,) (2 (ese:)° (— af Sie Sak h) = (@€9) (ee:) h 
— (@;€;)(@:e,) À (eses) (@2@2) ( 2] +k—l) (@;é)°l 
x=o0: Les lemmes 2.2 et 2.3 s’appliquent pour démontrer que 
€,€,=1, €,€,==1, €,€,;==1, et que ® est du type VI; alors d,——1, 
dit, d,=1. 
_ 41: Les lemmes 2.2 et 2.3 s'appliquent pour démontrer que 
€,€,—=—1, €,€,—=1, 65e, —=— 1, et que ® est du type IT; alors d,=1, 
d.==1, A1, 
Ly-< 
o xd, oO | 
== ré, — ds 0 
O0 (x — 1)" d, 


Le même procédé que plus haut donne 


exe d;\b ee, d.( x0 — b — % — ic) — e;e,d,c 
es 5 * : Sar * 
>= eresd1g ses d,(— xf—gt#«— th) Coedih 


mi di A ere: dy( x/ +h+x—il ) €; es dl 


UNE APPLICATION DE LA GÉOMÉTRIE DES NOMBRES. : 45 


puis d,=e,e,, d,=—e,e,, d,=e,e,. On obtient enfin 


%—=O0 2 €,€,=—I, Cy€,—=1, es, ——1; © est du type VI; et 


ZI: 66 I, 61, exe, —1; D est du type Il; et d,=1, 
= 1, dy. 


Le E-voisin du £-voisin dans les cas U1-2 et IV-2 : 


Soient P, ®, les matrices et e,,e,, e, les nombres e;du théorème 2.3 
correspondant à { a, g, l} et supposons que P*, ©”, e*, e‘ et c* aientles 
sens correspondants pour le €-voisin du &-voisin de ja, g,/}. Le 
raisonnement est semblable à celui qui a été fait pour le £-voisin dans 
les cas IT et V. 

En vertu du théorème 3.3, le déterminant de P* est égal à 1. Les 
éléments de la matrice P-' sont des nombres entiers, et le détermi- 
nant de P“' est égal à 1. Il s’ensuit que T*= P' P* est une matrice à 
déterminant 1 dont tous les éléments sont des nombres entiers. 


1. b—e >c. — Puisque l’on a pa et pp, où p, et p, 
sont les points du réseau sur le €-voisin de { a, g. | que l’on a trouvé 
dans les cas III-2 et IV-2, il s’ensuit que 


0 ls oO 
Sea, aie Oe Alt 
Senay, PCR 


où z*, m*, n*, sont des nombres entiers, et les nombres d; dont on 
déterminera plus tard les signes sont égaux à +1. Dans la première 
colonne de la matrice ®* le signe supérieur appartient au eas III, le 
signe inférieur au cas IV. Parce que T* est à déterminant 1, il s’en- 
suit que x*,—1. On choisit x"—1. 


En posant m*—-—- m, n°=—(m —r}, on obtient 
0 ds 0 
a= d, It ds 0 
zd, —(tm—nid, d, 


“ 


ceci a l'effet de donner p; comme une expression en p,, po(= pr pi). 
et py; (== p,). 


ly 
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On pose w—b—c,w=c; °=l,¢/=l—k; n° =gt h, w'=h; 
ona u’>u'>0;  >f>o0, m>w>o; & >j>0, # >e >o 
et dans III, +’ > f > 0, et aussi ; 

E(ph)=e d( a--mu— nu), 
n( pt) =e, di(— fE mw nw'), 
C(pi)=e: d( J — me’+ np). 


Il faut que les conditions suivantes soient remplies : 


(1) | a—mu—nu | <u, 
(2) | — jy + mp’ — np |< pv, 
(3) |= f + mw — nv’ | = min. 


On peut écrire de nouveau (1), (2) et (3) sous les formes 


(x) U= a—mw—ni'=)u 
(2!) =— J+ mp — nv = 00 (EAS <1, AO) 
(3) W== f+ me — nv’= min. en valeur absolue 


On tire de (1') et (2’) les valeurs de m et n que l’on réduit aux 
expressions plus simples en employant F, G et H, les cofacteurs 
respectifs de — /, g, et = Adans ®. 


ÿ as + ju’ — Mu + A pu a 
n= ——— + —————————_ = + V, 
u9po + up! up ee! 4! F 
— ju + ay’ Fe Ae 0000 — À, up’ +G+H 
hn (eee ee 
Up? + ca! pe’ 99 lp! F i 


Des conditions # >u'>o0, + >! >o0, et |A; <1, on déduit que 
| vi] <2, et, par conséquent, M—1<m<M-+ 2, N—1<Sn<N-+ a2. 


On pose M=[><]) N=|=S*")], u=a—Mu°—Nu', 


be F 
6=—j+Me— Ne, w= >= /f+Mu—Nw, et l’on obtient alors 
pour ® comme dans les cas IT et Ÿ : 

w+unu'>u>o, eS? > — 7%, o> 23 oe (09 > — 49, 


(Les quantités n°, u!, 6°, o, w°, w s’y mettent respectivement aux 
places de b, c, L, k, g, et h dans les cas II et Vs) 
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Les solutions de (1) et (2) qui s'expriment en fonction des nouveaux 
nombres M et N que l’on a définis, se trouvent encore exactement 
sous les mêmes formes que les solutions (i) — (viii) de (1) et(2) pour 


les cas II et V. 


Solutions Conditions 
den(lpreta(2))s Ww. à la solution. 
5 m = M +2 “<u 
(3) | ead N w+ 240 La. Lx 
= v — 29 
ae m—=M #1: Ss) 
(ii) | We + Ww? a 
pes N p< pi — op! 
Bae {| m=M-+1 LUI 
(in) DREN D + 99 — (y = ; 
= = LE 
(iv) HE idan +E pp? — 2 u>2u' 
RN = 9 ppp 
( m—M MTL 
(v) + w! 
Ne D pb <o 
¥ m — M ° 
(1) L iat wou 
n=—N v= p? 
js m = M u > 0 
(vi) dater Vv — w’ = 
à — F>0 
oe ( m=M—1 3 u Lu’ 
(vi) 6 — Wr? — wv ; 
| n=N+1 P>p 


Quoique les solutions de (1) et (2) se trouvent encore sous les 
mêmes formes que dans II et V, lorsque l’on range les solutions par 
ordre de | W| croissant, les solutions ne se trouvent pas dans le même 
arrangement que dans ces cas précédents. Il en résulte que l’on n’a 
pas ici les mêmes solutions de (1), (2) et (3) que là. 

En vertu des conditions qui sont remplies par w, æ°, et w’, il est 
clair que W >—w" pour chaque solution sauf peut-être pour (iv). 
(vii), et (viii); mais il n’existe pas de solutions de (1) et (2) pour 
lesquelles| W| << #”°, donc les solutions pour lesquelles on a W > — o” 
satisfont aussi à la condition W > «°. On peut démontrer que W > sv" 
même pour les trois solutions que l’on a mentionnées ci-dessus 
comme exceptions possibles. Car, si (viii) est une solution de (1) 
et (2), ils’ensuivra que (vi) sera aussi une solution. Alors > 4", 
et par conséquent, l’inégalité + — #° — ss’ >— w" se trouvera rem- 
plie. Il s’ensuit que w— w°— Ww >”. Si (vii), mais pas (viii), est 
une solution de (1) et (2), ou (iii) ou (vi) sera aussi une solution. 
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et, que n'importe laquelle de ces deux soit une solution, on 
parvient toujours à æ—#">4w°. Il suit d’une pareille manière que 
w+ w?— 2 >> w° toutes les fois que (iv) est une solution. Alors 
dans tous les cas on a | W|— W. | 

On obtient ainsi le Tableau suivant qui indique toutes les solutions 


de (1), (2), et (3): 


Conditions. m. n. Corresp. 
Le C= LS 0e M—1 N+ (vill ) 
9,039 “> 0, #>0 mais pas 1° M N-+1 ( vil ) 
if u<u, »<o M N (vi) 
5° RS Ae ae M +: N +1 (ii) 


On détermine maintenant d,, d,, d,. eïe,, eïe., eïe;, et les types 
de ®*, qui correspondent aux solutions 1° — 5°. 
En employant P* = PT* on obtient 


Fefediu ee; d( a—mu’—nu') —efe;d;u’ 
(p* — eSediwt ee, d(— ft mw = nw’) = efe.d,w' 
szefe,de' efes;d.( s— me’ + ne) eïe;d309 


ef : * * * 
TES ensuitqued = cie, d=Lee, dy =. 65, 01 


leu (ete; (eres) UW —lete,) (es e,) ae 

ae ey — * 
DU (ere tee) 1° (ee) W ZHi(eïe:)(eies) w' 
(pee then 46, ¢,) pene.) V (eïe;)?p° 


rmucu,e>e:U>0, V<o. Les lemmes 2.2 et2.3 s'appliquent 
pour démontrer que e;e, = +1, ee; —=—1,ee; = 1, et que D* est 
canonique du type V. Alors d,——1,d, ==-1,d,=>1. 

2° uu,” >¢ >0: U<o, V<o. Les lemmes 2.2 et 2.3 s’ap- 
pliquent pour démontrer que rie Ter, ee, es et que i 
D” est canonique du type III. Alors d, =—1, d, = + 1, d—=—+r. 

3 u>u, e>0:U>0, V<o, comme tr. 

4° uu’, ¢<0:U >0;V<o, comme 1°. 

5° u>u’, eC 0:U<o0, V<o, comme 2°. 


2. b—c<c. — On a p—d,p, et p, = d;(p: +p;). On pose 
p,=d;[2xp;En(p+p;)+mp;], où x, m, et n sont des nombres 
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entiers et d,— +1. Alors 
o 0 as 
|| & bs ne 70 dpa etn). 
dy dd (m—n)d, 
Mais T* est à déterminant 1, d’où |x| —1. On choisit x—1 comme 


plus haut. On a 
fused. 2 nb EE — me), 


n( py) =e, ake ng+h>= mh), 


2 ps j= ed MEN tie eee 


On pose uv’ =e, w= b—ce; PH gth’H—hs nt =, = TE, 
Il faut que les conditions suivantes soient remplies par des entiers m 
etn: 


(t) U= a—mw— nu =i,u 
(2) V=+f+ me’ — ne’ =), ¢% (LA <n, Ayo). 
(3) W= f+ mw — nov’= min. en valeur absolue 


On déduit de (1) et (2) les valeurs de m et n, que l’on réduit aux 
expressions plus simples en employant J, K, et L, les cofacteurs res- 
pectifs de, =f, et / dans ® ; 


ap fu HU PNEU rail ee taal |p ; 
Ee == a es EE 
$ up? + u!'v’ up? + a! 9p! J ds 
a (US te SP ARE a eared +iK 
r= ee amen CE een emi ne: oh aid | 
wp? + ue wel + ue 
“(+ K+ 1L) F KR s 
On pose M — = > N=|-—— |> puis comme plus haut on 


voit que |v,|< 2 et M—1<m<M+2, N+1£<n£<N+2. On définit 
u—a—Mu— Nu, e=+ f+ Me'—Ne’, =7+Ma — Nw, et 
l’on obtient pour ® les conditions 


AN 
Le 0, PY >e>— 05 Ve TT (Ve > — a, 


On voit aussi que uw" > u' >0, 6 > >So, > f>o. 
_ Les conditions qui doivent être remplies sont alors les mêmes que 
celles de la partie b—c >>c, et par conséquent. les solutions de (1), 


(2) et (3) se trouvent sous les mêmes formes que la. 


4 % 
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Les deux cas diffèrent seulement par les valeurs de d,, ds, d,,.€, €» 
ere, € es, et le type de ®*. ; 
En employant P*— PT* on obtient 


—e*ediu sete d,u' exe,da,U 

d'—|| = eke.d,v’ eFe,d,e° Heied;V 

exe, dy we? = exe: d,w"' e* ex d,W 

= * * 
Puis d, = — e(¢,, dy= 62, ds =, €s, et 

(efe,)*u® =z (efes) (eFe2) uv’ (et e,) (eFe3) U 
or =| Eee) tete) 0 (etes)n0  —H(eie)(eies) V 
— (e%e3) (e%e,) no = (eFes) (C2) a” (exe)? W 


rucu,e¢>v:U>o, V<o. Leslemmes 2.2 et 2.3 s’appliquent 
pour démontrer que ee, = + 1, e3e,—= —1, €,e, = 1, et que le type 
de ®* est IV. Alors d, ==-1, d,=—1,d;=1. 

2 uu’, ¢ >¢e>o0:U<oa, V<o. Les lemmes 2.2 ef 2:3 
s'appliquent pour démontrer que e;¢,—=—1, ee; —1, e5e3 = 1, 
et que le type de ® est II. Alors d, = 1, d,=1,d,==1. 

3° u>u',¢ >0:U>0, V< 0; comme r°. 

4 u<u’,v<o:U>0, V <0; comme 1°. 

5° uDu,e<o:U<o, V< 0; comme 2. 

Lorsque b > c, le n-voisin du E-voisin est | a, g, l\ lui-méme. 


Ceci est une conséquence immédiate de la définition du voisin. 
Le C-voisin du E-voisin dans les cas III-2 et IV-2 : 


14.l—k>k: 
Ona 
Hapa, Pin Th) et py = da xp, + mp2 ps) FH NP, ]- 
Puis 
0 xd, 0 
Tesh a, L'on Sea vd, 
0 — md, ZE ds 


Le déterminant de T* est égal à 1, d’où [xl —1. On choisit x =r. On 
pose 


w=1—k, u'=k:; pt br spl aa bres M=g+h, woe 
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(P2) = er do( a— my! Se oe 
(Ps) = € d(— fE m= nv’), 
C(ps) =e,d,( 7 — mu®— nu’ ). 


Les conditions suivantes doivent étre remplies : 
(1) US J-—mw—nuw'=),u 
(2) V=—a+mp’ — ne — 72,90 (RATE r, De) 
(3) W== f + ma — 9 — min. en valeur absolue 


On déduit de (1) et (2) les valeurs de m et n que l’on réduit aux 
expressions plus simples en employant F, G, et H, les cofacteurs res- 
pectifs de — f, g, et = À dans ®. 


RE Late au’ —), w+ Du’ 9? —H 
= rae —-———_. = ——- EE) 
uw p9 + Ye! wp? + uw’ op! F 5 
au + je" Autp9— jupe =G—H 
= ee —— EE ——— Vo. 
060 + YB"! up + up! F 5 


ey oe Tl CPG ny 
On pose M= | += yNo= Sears 
voit que | v;|< 2 et M—1S$m<M+ 2,N—1SnSN-+ 2. 


On définit 


uy — Mu — Nu’, p=— at Mp'— No, w= ft Ma — Nev’, 


» puis comme plus haut l’on 


et l’on obtient pour ® les conditions u°+w' Su >So,“ >e>—e, 
> a — 1° > — w°, Les solutions de (1), (2), et (3) se trouvent 
alors sous les mémes formes que pour le F-voisin du €-voisin. 

Ce cas-ci diffère des cas précédents par les valeurs ded,, d,,d,,e;e,, 
ere», e,e3, et le type de ®*. 

En employant P* = PT* on obtient 


Hefe din —efe diN :+efe dv" 
D*— ete dvi Eee diW es esd, it 
+ e*e;d,u! ee; QU eyes ds uo 


Puis di EI Es PE ana ey Fee: Gi MAR et 


(ete, )? er se Cet en) ep enV (efe,) (CF ex) & 
@* = || = (e%e2) (eTe1) wv" (ete W° = (es es) (EF es) (40 
m= (exe, (e7e,) oe (et ef) (ese) U (e%e;)2 0° 


/ 


Ann. Ec. Norm.. (3), LVI. — Fasc. 1. 
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NUS 26> Os V <o. Les lemmes 2.2 et 2.3 s'appliquent 
pour démontrer que e*e,==F 1, ¢)@.—= — 1, ¢,¢,= +1, et que le type 
de ®* est IV. Alors d, =1, d,==+1, Tnt | 

SET, ep A Uk, V<o. Les lemmes 2.2 et 2.3 s’ap- 
pliquent pour démontrer que e; ‘en ErLe eh ee CE 
le type de ®* est I. Alors d, lat à ,d,=—1. 

3° u>u',¢ >0:U >0, V<o. Comme 1°. 

fears ue, Ono, Uo, ¥ <0. Comme i. 

GO VK OU OV 0: OMICS. 


D bela ke On à 


Py = 2 (Po Ps), ps — 43 P2, et pi a, (xP, + mp:+ np). 
Alors 


xd, 0 o 
px == Rd; d; d. 


Nd ae ds 10 
Le déterminant de T* est égal à 1, d’où |x| =1. On choisitx=1.Ona 


E(pf)=ed( ar mb—nce), 
n(pi)=ed(—-f+mgTrnh), 
E(pf)=e di( jJEmk+nl). 


Les conditions suivantes doivent être remplies 


(1) U=-f+mgrnh=k(g+h) 
(2) V= jEtmk+nl =2xk FIL oe oe 
(3) W= az mb— nc =min. en valeur absolue 


On déduit de (1) et (2) les valeurs de m et n que l’on réduit aux 


expressions plus simples en employant A, B, et C, les cofacteurs res- 
pectifs de a, = 6, — c dans ® : 


AT hj Ugl+hhl+tkhk _B 
gl hk ~ TE hk renee 
JE  hgkThgkTrhhk LAC 
DE ple gl + hk “a Coes 


En vertu des conditions imposées sur À; et des conditions du théo- 
reme 2.3 sur g, À, Let k, on obtient | v;| < 2. 
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Puisque b >c, et du théorème 2.4 il suit que dans le cas III la con- 
dition h > f doit être remplie; ona 
—1) _B I Ciera E: 
apy tr | 
la ligne supérieure correspond à III, la ligne inférieure à IV. Il s’en- 


suit que 
2 
—2<n< 


l 
< . 
gms\, 2 


= 1 
Parmi les solutions de ces inégalités seules les suivantes remplissent 
les conditions (1) et (2): 


Me. n. Cas. W. Conditions à la solution. 
(1) = 0 Ill IETS Y he fk 
(iL) 0 — 1 HEY LV Ure J+k>l 
(iii) 0 0 I, IV « LE 
(iv) 1 — I II aw—b+e JrkaHll<k 
(v) 1 0 IV ath J<2k 
(vi) I 1 IV “a+tb—e Jtl<oak 
(vii) 2 0 1V a+2b frl>s, sk>j>k 


Les valeurs de W sont toutes positives. Parmi les solutions pour le 
cas III, (iv) correspond à la plus petite valeur de W. D’autre part, la 
condition |7 + 4 —/| < ks est toujours remplie en vertu des conditions 
J+k>bl>sj>o,l>k>o, des théorèmes 2.3 et 2.4. Donec (iv) 
est toujours la solution de (1), (2), et (3) pour le cas III. 

Parmi les solutions pour le cas IV, (iii) correspond à la plus petite 
valeur de W, donc (iii) est la solution de (1), (2), (3), lorsque j < kh. 
Lorsque j >&. on voit que (vi) n’est pas une solution de (1) et (2); 
donc(ii) correspond à la plus petite valeur de W. Il en résulte que (ii) 
est la solution de (1), (2), et (3) à l'exception du cas où j +4 < 1. 
Mais ceci n’a pas lieu lorsque y > k et k >/—A4. Done, lorsque j > #, 
le couple (ii) est toujours la solution de (1), (2), et (3). 

On détermine d,, ds, d;, ee), e,e,, €,@s, et le type de ®* dans ce qui 
suit : 

Hi: 
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En employant P*= PT* on obtient 


e*e d( a—b+e) —eie d(b—c) —ete,d,b 
d'—| ee d(—-f+g+h) exe, d.(g +h) e*ed,g 
ete;d( g+k—l) —efe;d.(l—k) exe; d,k 


Par suite d, =e. e,, dy— ee, d,—=e;e,; et les lemmes 2.2 et 2.3 


s'appliquent pour démontrer que ee, = — 1, ¢,¢. =—1, €,¢,=1, et 
que le type de ®* est V. Alors d, = -- 1, d,= —1,d,;=1. 
Nish ks 
d, oa 
(res (a) dy eee 
—= ad; dr 6 


En employant P*= PT*, on obtient : 


ete,d,(a—c) etfe,d.(b—c) eve, d;b 
D'—| —efe.d(f+h) efe.ds(g+h) ese.d;g 
—esze,d,(l—y) efe;d.(l—k) —efe,d,k 


Par suite d,—e;e,, d,=ee,, d,—=— eïe;, et les lemmes 2.2 et 2.3 
s’appliquent pour démontrer que ee, —— 1, e3e,=1, ee; —=—1,et 
que le type de ®* est II. Alors d, =—1, d,=1, et d;=1. 


Waray <a ks 


ie louie ct 
Outs. 0 


En employant P* = PT* on obtient : 


ete d;a ete,d.(b—c) ete, d;b 
P'—| —eie, dif cie: d(g+h) eee g 


esesd,y efe,d,(l—k) —ete;d;k 


Par suite d,—e;e,, dy =e) e,,d;—=—e’" es, et les lemmes 2.2 et2.3 
s'appliquent pour démontrer que ee, I, ea —1, ec; —=—1 
et que le type de ®* est V. Alors d, =1, d, — — 1 et d,—1. 


’ 
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SECTION IV. 


UN DEUXIÈME ALGORITHME. 


Dans ce qui suit on expose un procédé pour obtenir les coordonnées 
de points du réseau qui remplissent les inégalités suivantes : 


(1) [ElSe,  |nl£es. 


où €, et c, sont des valeurs positives quelconques. Dans cette section 
on impose à &, n, et C les mêmes restrictions que plus haut. 


THEOREME 4.1. — Jl existe une suite illimitée de points du réseau pour 
lesquels | &| et | 4,| sont aussi petits qu’on les désire. 


Soient ¢,.et , deux constantes positives quelconques. Les trois 
formes 
VA / n VA on Ce: Es 


> PT 5) = 3 = 
&y E> É V 2 


SY 


J 
6 = 


sont aussi a déterminant A. D’après un théorème de Minkowski con- 
cernant les formes linéaires (‘), il existe, outre l’origine, un point du 
réseau pour lequel 


JEISVA, In'lSVA, [e's VA. 
Il s’ensuit que les inégalités (1) sont remplies par ce point. On désigne 
ce point par p,. 
Parce que l’origine est le seul point du réseau dans le plan § =o 
(ou le plan n =o) il s’ensuit que 
ECB.) fy Oy Hs) | oe ee 0; 
où <, ete, sont des constantes positives convenablement choisies. En 


employant ¢, et <, à la place de ¢, et ¢, on montre l'existence d’un 
deuxième point p, du réseau pour lequel 


[E(po)|Sei<e1,  [n(pr)|SE, es 
D OR mi ee 2. 


(1) H. Minxowsk1, Geometrie der Zuhlen, p. 104. 
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En vertu de ces dernières inégalités, l’on voit que p,7< + py. Quand 
on répète ce procédé une infinité de fois, on obtient une suite illimitée 
de points du réseau qui sont tous différents entre eux et pour lesquels 
on trouve |Ë|£e,,[n|<e2. Ainsi le théorème est démontré. 


= 


Tnkorime 4.2. — Parmi les extrémes dans la chaine appartenant à a 
1, C, tl existe un parallélépipède { a, g, l} pour lequel, un paramètre, que 
l’on peut choisir d’avance, se trouve aussi petit qu’on le désire. 


Il suffit de démontrer qu’il existe un parallélépipède extrême pour 
lequel a est aussi petit qu'on le désire. Soient €, ete, deux constantes 
positives quelconques. En vertu du théorème 2.1, le parallélépi- 


A ; : : : 7 
pede}, Eo, — n’est pas libre. On baisse d’abord les £-faces jusqu’à 


&1 | 


ce que l’on obtienne le parallélépipède libre la, En tel que l'on ne 


peut pas augmenter le premier paramètre sans introduire un point du 
réseau dans l’intérieur du parallélépipède. De l'hypothèse que l’ori- 
gine est le seul point du réseau situé dans le plan E— 0, il résulte 
que a > 0. Ensuite l’on élève les ¢-faces de ce parallélépipède libre 
jusqu’à ce que le troisième paramètre soit égal à la plus grande valeur / 
pour laquelle le parallélépipède reste libre. Enfin on élève les n-faces 
jusqu'à ce que le parallélépipède devienne un parallélépipède 
extrême | a, g, /}. En vertu du théorème 2.1 il existe deux telles 
valeurs g et /. Du fait que a < <,, le théorème se trouve vérifié. 


THÉORÈME 4.3. — Quand on prend un nombre suffisamment grand de 
E-voisins successifs, on arrive à un parallélépipède extréme pour lequel 
le premier paramètre est aussi petit qu'on le désire. De méme en prenant 
seulement des 7, — out — voisins successifs on obtient un parallélépipède 
extréme pour lequel le deuxième ou le troisième paramètre respectivement 
est aussi petit qu’on le désire. 


I suffit de démontrer le théorème pour une suite de E-voisins suc- 
cessifs. On désigne par {a,, go, L} un parallélépipède extrème 
quelconque dont on fait usage comme point de départ. Soit | a;, g;, 4! 
le £-voisin de 


{ " Q ‘ 
| tinny Bit» dt (GEL AON get ee 
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De la définition du £-voisin il suit que 
ane 0, bt 2 812 Bo; ete (DE Oise gh at's, HOO): 


Par conséquent, lim a; = a existe et a;>a>o. 
15 © 
Supposons que a > o. En vertu du théorème 2.1 on obtiendrait les 


conditions 

A A A A 
heh Zhe ee 
dil; aly < Qi 8i a aso 


si 


Il s’ensuivrait que la suite illimitée de €-voisins successifs serait con- 


tenue dans le parallélépipède | a, a mat On note par p‘’ le point du 
réseau dont les coordonnées se trouvent dans la première colonne de 
la matrice P; qui correspond à { a;, g;, /;| d’après le théorème 2.3. Du 
fait que a; > a;,, les points po(i— 0, 1,..., ©) sont tous différents 
entre eux. Chaque point p\”, étant sur la surface d’un parallélépipède 
extrême dans ste suite de &-voisins successifs, devrait être contenu 


dans) a, ee ee Et Mais ceci est impossible, d’où l’on conclut que ao. 

De la “définigon d’une limite il suit qu’il existe un nombre entier N. 
tel que a;<e tant que :2N., la valeur de < étant choisie aussi petite 
qu’on la désire. Le théorème est ainsi vérifié. 

Soit 

lai, gi. di} Ee O sr 24), CO) 

une suite illimitée des extrêmes correspondant à €, , €, et soient ®; 
et P;(2—0, 1, ..., ©) les suites illimitées des matrices ® et P qui 
correspondent aux extrémes respectifs d’après le théorème 2.3. Con- 
venons que a;, b;, ..., l; aient le même sens pour Dale. 2, 0 ost 
ont pour ®. On vu DD lc 0. Go") le ot 
dont les coordonnées se trouvent dans la r'*"* colonne de la matrice P;. 
On peut énoncer le lemme suivant : 


Lemme 4.1. — Parmi les extrêmes dans la chaîne correspondant à £, 
n, Ç tl existe une suite illimitée d exiremes an sa (let...) 2) 
de première espèce, tous différents entre eux, telle que ci > Ona. 
ee he, TES FEAR 2). Pareillement, il existe une telle suite illimitée 
d’extrémes de première espèce pour laquelle b; > bi,,, hi > his, et une 
telle suite pour laquelle fi > fi, Ji > fine 
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A cause de la symétrie des rôles joués par E,, n, ©, il suffit de 
démontrer la première partie du lemme. Soit {a,, g,, 4, } un parallé- 
lépipede extrème quelconque et soit | a;, g;, li) (£3 PRE 
suite illimitée des extrêmes déterminée de la manière décrite dans ce 


qui suit. 
Des restrictions imposées sur Ë, n et ¢ il résulte qu'aucune des 
valeurs a;, b;, ...,l (1—=0, 1, ..., ©) n’est égale à zéro. Par con- 


séquent, le théorème 2.1 exige l'existence d’au moins un point du 
réseau outre l’origine dans l’intérieur du parallélépipède {ces hor | 
0""0 


Parmi tous les points du réseau (sauf l’origine) qui se trouvent dans 
ce parallélépipède, il y a un couple de points pour lequel la valeur 
absolue de € est la plus petite. Soit Z, (qui remplit Z, >/,) cette valeur 
de |C|, et soient + p‘" les deux points du réseau pour lesquels ET 
Le parallélépipède { c,, ho, L, | est alors Libre, mais il n’est pas extrême. 
Il est possible d’ igrne ou de E-faces ou les n-faces de {c,, A, L, | sans 
introduire des points du réseau dans l’intérieur du parallélépipède; 
d’autre part, du fait que 


LEC”) [=e | n(v) |= ln [OP | =< 


il est RApARGIDIS d’élever ces deux couples de faces à la fois sans 
introduire pet — p} dans l’intérieur du parallélépipède. L’élévation 
des €-faces aussi haute que possible sans introduire des points du 
réseau dans l’intérieur, donne un parallélépipède eatréme 

a ND mar 


(ly; Rat Ou eS, 
pris on rT MRC tile 


Pareillement, l’élévation des 7j-faces donne un parallélépipéde extrème 


= ao as A A 
Merise OÙ LI —- < ——-. 

; : Col; Colo 
Il est clair que {ec 
ae h,, 1, \. En vertu du théorème 3.3 l’un au moins de ces extrémes 
est de première espèce. Si tous les deux sont de première espèce, on 


pourra choisir 


cy, gir 4} est par définition le £-voisin de l’extrème 


ou yh H= hy ou UC Li 21 
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pour définir l’extrême | a,, g,, J, |. Autrement, on définit {a,,g,, L,} 
comme étant celui qui est de première espèce. En employant {a,, g,, 1, | 
à la place de{a,, g,, L, | on peut définir de la même façon un parallé- 
lépipède extrême { u,, g, L } de première espèce. En répétant ce pro- 
cédé une infinité de fois, l’on obtient une suite illimitée d’extrémes 
(ir gi } de première espèce, telle que c: > c;,,, h; > h;,,. Dans une 
suite construite de cette manière, l’extrème {a,, g,,1,} peut être de 
deuxième espèce; tous les autres { a;, g;, /;| sont toujours de première 
espèce, et le lemme se trouve démontré. Une telle suite, pour 
laquelle c: > ci, > hi, U<l.,= min. est dite une En-suite d’ex- 
trémes. Pareillement, lorsque l’on construit une suite pour laquelle 
be O34, Li Dia MIN, Li > bia puis on la nomme une El-suite 
d’extrémes. De même, on définit une nf-suite d’extrémes. 

Dans tout ce qui suit, on énonce les résultats seulement pour 
les En-suites, mais l’on n’oublie pas que de pareils résultats tiennent 
pour les Et-et les nÿ-suites. 

Quoi qu’il soit possible, parfois, en prenant le même {a,, g,, 4,! 
pour point de départ, d’avoir plusieurs £-suites d’extrémes, il est 
clair que la suite L,, 1,, ..., des troisièmes paramètres se trouve toujours 
la méme. C'est-à-dire que la suite illimitée de points du réseau q,, 4,... 
pour lesquels Ë(a;)=— /, reste toujours la mème. Cette suite de points 
du réseau sera dite la En-suite .de points du réseau correspondant 
DER Br | 


Lenme 4.2. — En prenant pour point de départ un extréme quelconque 
et cherchant les Ën-suites d'extrémes, on détermine une seule En-suite de 


points du réseau 4,, 4:, ... tous différents entre eux tels que chaque 
point est sur la sur face de deux extrêmes consécutifs, et tels que 
lE(q)|=e, [nla)l=hy Clu) =. 


Parce que /,=4/, (rs) les points q,, 4», ..., sont tous différents 
entre eux. La méthode pour laquelle on obtient la £n-suite montre que 
4, est sur les surfaces des deux extrêmes 


j “iy Sis d; | et i Gir, Si+1s bigs Ys 
Lemme 4.3. — Soient ¢,, C2, C3 ..., et hy, ho, hz, ..., deux suites 


(Jinies ou infinies) de termes tous positifs tels que ¢; > ci, hi> hiss: 
Ann. Ec. Norm., (3), LVI. — Fasc. 1. 8 
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soient , ete, deux constantes positives quelconques; et soit tun nombre 
entier positif quelconque. Lorsque 


? th; \° 
n24+ 26, n> a JE; nS re) + I, 
1 2 


il existe un entier r<n— t, tel que 


Ca CHa en RS NE <a hes 


On choisit d’abord n assez grand pour remplir les trois inégalités. 
(Si les suites sont finies ceci ne sera pas toujours possible.) Puis 


th; 


/ 
072 
co 


te 
Vr—1> any 
gy 


On voit que l’inégalité n24# + 2¢(t21) entrainen —1> [\ n— 1 | +- Te 
Les différences A;c = c;— ¢;,, pour lesquelles A;c2 + sont toujours en 
nombre moindre que | ÿn —1|-+1, car autrement l’on trouverait 

H—1 

y MED) A;c >} [Vn Er | 2e 1 Se 

i=1 
ce qui est impossible. De même, les différences A;h = h;— h;,, pour 
lesquelles A;h2 + sont toujours en nombre moindre que [Va —1]#r 
Les indices ¢ pour lesquelles, ou 


PA,c> st ou RARE, 
= aly 


ne sont jamais en nombre plus grand que 2|yx—1]. Pour assurer 
que chaque différence A,c, A;,,c,...,A,,, ,c correspondant à tindices 


- oT : fe . . £ 

consécutifs, r,r+1,...,r+1—1, soit moindre que = et en méme 

temps chaque différence A,/, A,.,h, ..., Ane, soit moindre que er 
/ 


il suffit que n remplisse n —1 > atlyn — 1|+- t— 1. Mais cette iné- 
galité-ci est toujours remplie lorsque n > 41° + 24. Ainsi, le lemme est 
démontré. 


dy « Sy VS Led bg ÿ , . . 
TuéORÈME 4.4. — Parmi les points du réseau d’une Er-suite, uw y a 


deux points y, et Ve Sw 25 Sng) pour lesquels |E(a, —4.,.,)| 
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et |7(4,,—4,,,,,)| sont aussi petits qu'on les désire. En particulier, 
sotent €, et ¢, deux constantes positives quelconques; lorsque 


n26, n> (2) +, n> (+ 


1 2 


ul existe un entier m<n—1 tel que 


3 Cs, SA Con +4 = Ey, h Sm Pore << Eo, 


ou 
A LEP ) += d Con Es à = Oy Coe 1 


= as . 
7 (de ) = 02 hs, nN ( ss) — d» hs, z 


Les plans £— 0, n—0, C=o coupent l’espace en huit octants. 
Chaque point du réseau (sauf l’origine) est contenu dans un seul 
octant. Tous les points de la Ey-suite se trouvent dans les quatre 


octants pour lesquels ¢ > 0. Soit uw un entier convenablement choisi. 


: ‘ : 5 u 
L'un au moins de ces octants ne contient pas moins que 5 | +1 des 


pointsg,,q2,...,qu.1 de la En-suite. Soientq,,9,,,..-,4,, les points de la 
Ey-suite qui se trouvent dans un tel octant; on a fe (| +ISn<s,<u. 


On peut choisir w assez grand pour remplir 
ona 


et le lemme 4.3 s’applique pour prouver |’existence de l’entier m. En 
vertu du lemme 4.2, les points q; et q;,, sont tous les deux sur la 
surface de { aj,,, gi, 41 |. Le lemme 2.1 s’applique alors pour mon- 
trer que 9, .;9,,,.,, C'est-à-dire 5, + 2£su4. 

Parce que les points de la £n-suite sont tous différents entre eux, 


le point v, =4q,, — q,,, , n'est jamais l'origine. Il s’ensuit que 


Sets) | > Oy é > hs, — hse =| a(t) | So. 


£12 Csi, Cu #4 
Soient <, et :, deux constantes positives quelconques telles que 


@ ey aly) ifs o< Es (es Di: 


Ul 
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En employant &’ et €, à la place de ¢, et éa, il est clair que l’on peut 
appliquer le théorème 4.4 pour montrer qu’il y a, parmi les différences 
des points du réseau d’une Ër-suite, un deuxième point du réseau te 
pour lequel |£|<«,,||< ¢,. Par induction l’on voit qu'il existe parmi 
ces différences, une suite illimitée de points du réseau r,, t:, ..., 
tous différents entre eux tels que 


lim }|£(r)|—= 0; lim|n(x)|= 0. 
i>n ‘ i> 


LEMME 4. 4. — Parmi les points de la En-suite soient 
As, Us, ee (s; <i Sp L “eh 


tous les points qui se trouvent dans un seul et même octant; deux au 
moins des quatre telles suites sont infinies. Soient €, et €, deux cons- 
tantes positives quelconques, ou bien il existe un entier N, tel que 
lorsque s,,2N, on a toujours 


[E(9sm— dns) <en nd, —ds)1<e, (421), 


ou bien la suite 4,, 4, ..., est finie. Même pour une suite finie l'on 
peut trouver parfois un N qui remplit ces inégalités. 


Les suites c,, cs, ... et h,, ho, ... tendent vers des limites respec- 
tives c20 et hk20, à cause des relations ¢;>¢;,, >0, hk;>h;,, >o. 
Les inégalités c;>c et h;> h sont toujours remplies. De la définition 
d’une limite il suit que l’on peut trouver un entier N, tel que lorsque 
t2N,, l'inégalité c;—c<e, est toujours remplie. De mème, on peut 
trouver un entier N, tel que lorsque :2N,, h;— h < &,. Soit N le plus 


grand des entiers N, et N,, et soient z et deux entiers tels quer >72N, 
ona 
0 < C;— Cp < Cy — CL € et 0o<h—h-< hi—h < és. 


En vertu du fait que 4,,,,7<4,,,, il y a au moins deux octants qui 
contiennent une infinité des points q,, 9, ..., les deux autres octants 


pouvant contenir un nombre fini des points de cette suite. Soit s,,>N, 
ona 


1E(4s,,— ae | = Ces CES Et | 1(4s,, — Ce, | — Rs, — ko Eo. 


Dans le cas où l’octant dont il s’agit ne contient qu'un nombre fini des 
points q,, 92, ..., il n’est pas toujours possible de remplir s,,>N. 


£ 
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LEMME 4.5, — Bans une En-suite d’extrémes, les troisièmes paramètres 
remplissent l'inégalité suivante 


le lily, (Gy b=: Dar, OO}: 


De la méthode que l’on a employée pour construire la En-suite il 
résulte que /;,, >J;. Parmi les points Qi, Miss +.» Geva il y en a deux 
au moins qui se trouvent dans le même octant (voir la preuve du 
théorème 4.4). Soient q,, et q, deux tels points, le point du réseau 
4 = 4,,— q,, remplit les inégalités 


bet 9) | 23 G.— & << ce, mais Re < hss boCq),| ates 


Sy 


Pour que q ne se trouve pas dans l’intérieur du parallélépipède libre 
{cs As Ui}, VPimégalite /,—1,>1,,, doit être remplie. Parce 
que J, ., >/,,, l’on voit que Lies 2l,.A cause de la définition des, ets, 
il est clair que 7<s, << 5, <i +4 et l’on obtient 4;,, > 24. Par induction 
l’on obtient l'inégalité 4,,, > otl. Cette inégalité peut être unie 
avec /;,, > 4; pour obtenir le résultat du lemme. 


Tatorime 4.5. — Dans une En-suite d’extrémes, l'inégalité 
io 
Bint Birt 5 aii k (4, É—1,2,..., 0), 


est toujours remplie. 


Onavu(p. 21,1. rodu bas) que pour un extréme | a, g, /} de première 
espèce la relation 5agl > AD > oest toujours remplie. Le théorème 2.5 
montre que D =1 et le théorème 2.1 montre que @ si< A. Par consé- 
quent, on peut écrire pour chaque parallélépipède fa;, gi, L;} d'une 
En-suite (sauf le premier dans le cas où il serait de deuxième espèce) 
l'inégalité 

A>«agili> 


Le D 


En employant le lemme 4.5 on trouve 


£ 
all 5 "Le \, be 


(= 00) 
Dai dit it 


d’où l’on déduit le résultat désiré. 


.! ve 
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CorozLaiRe. — Dans une En-suite d’extrémes, Vinégalité 
3 nue EAU 
Cirrthini< DA G12 CENT aes 2210 O0) 


est toujours remplie. 


On établit ce résultat en employant les inégalités 
> Ci, &> hi Cl lee ne 0) 


entre les éléments de la matrice ®.. 

On donne maintenant une méthode pour calculer les coordonnées 
de tous les points du réseau sur les parallélépipèdes extrêmes d’une 
En-suite, en prenant pour point de départ un parallélépipède extrême 
quelconque de première espèce. On se sert d’un Tableau que l'on peut 
aussi employer pour déterminer les points du réseau sur les extrêmes 
d’une 7C- ou une Ÿ-suite. 

Il suffit d'exposer un procédé pour évaluer les coordonnées des 
points du réseau sur {4;,,, gis, d;,,} lorsque les points du réseau 
sur { a;, gi, L;} (de première espèce) sont donnés. 


THÉORÈME 4.6. — Lorsque ®; est canonique du type 1, II (c; << 6;), 
ou V, l’on pose 


A EE à "ere T.— 7! — op! 
L—N; N=<s> T= Ts; To Li. 


Après cet échange la matrice correspondante ®’.se trouve canonique du 
type respectif Il, II (c;> b;), ou IV. 


On voit tout d'abord que ®; se trouve du type respectif IJ, III, ou IV. 
En vertu du théorème 2.4, lorsque ®; est du type III, la condi- 
tion 6; >c; entraine h; > f: Après cet échange, h; devient c; et /, 
devient b;, et l'inégalité c,> b; est remplie. 

Il suffit, alors, de trouver un algorithme pour ces trois cas II, 
Ill (ce >b), IV. 

Lorsque l’on résout les inégalités 

El<e, Inl<hs  [tl=min< #2, 
chi 


on obtient deux solutions +4;,,. Ona 


ln = C(qi41) ESO. 
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Ensuite, on déduit de {c;, hj, L, | les deux extrêmes RE hi, L., 
Bt er, Finis i, } en élevant, respectivement, les £- ou les n-faces 
(voir p. 56). 

Il est possible, parfois, que l’un ou l’autre de ces deux extrêmes 
soit de deuxième espèce, mais pas tous les deux, car cette dernière 
circonstance est exclue par le théorème 3.3 et le fait que fei, Si Lau E 
est le Ë-voisin de Ver Phe des |. 

Au lieu d’associer à q;,, un seul extrême de première espèce, on 
fait correspondre ce couple à q;,, et l’on obtient ainsi une suite de 
couples d’extrémes. Étant donné pour point de départ un extrême 
arbitraire, il n’y a qu'une telle suite qui lui corresponde. On nomme 
cette suite une £n-suit double d’extrémes appartenant à &, n, et £. 

On pose et — h;, a,,—c. Soient P;,, et ®;,, les matrices P et ® 
que l’on fait correspondre d’après le théorème 2.3.2} aici, gi, Lil 
soient Pus, et ®,,, celles qui correspondent at divs ; PR ae ts et, enfin, 
soient P; et ®; les matrices qui correspondent a l’extréme { a;, gi, /;|. 

Puisque {a;, gi, l;} est de première espèce, P; est à déterminant 1 
et P;' est une matrice de la même nature dont tous les éléments sont 
des entiers. Soient p,, po, ps les points du réseau dont les coordonnées 
sont les éléments de P;; soient p,, p., p, ceux de P,.,; et soient p,, 
po, p: ceux de P;,,. De ce que Po — +p, et p,=-+p,, il résulte que les 
deux matrices T;,, = P;'P,,, et T;,, = P;' P,,, sont des matrices des 
types respectifs 


iti 0 dpt 0 Stell, 
7 i oy oon O ds ta, et Ti oO Onis Oates ñ 
ô, er Oe by LEE 0; Ô, To Os LM 
$4 re . D S 
OÙ t,,, +. 0 tia, +. #5, SONt des entiers, et 0. —Æ1,0,——E1 
Algorithme relatif aux T;., et Ty et NSOLNItA, B52 remy ln les 
cofacteurs respectifs des éléments a;, + Diet daze de Dic : 


IL. — On pose (pour plus de commodité, on omet l'indice # en écri- 
5 # 
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vant les éléments de ;) 


M,=—([9J], 2 |[— 9K], M., = 9L=entier (4% 0}; 
J K . EL” 
uice+lil,  |My<a—5e IMl<3+ 353 
oe DENT OUT u=— uM,— u'M,+ u"M;; 
Sd g=#, Kel, g=  p'M,— M, + 0”M;: 
Tak, k=w!, i=, sv = —«v"M, + M, + M: 


W=— 46%" m, + wm. + wM.. 
III. (c > b). — On pose 


M,=—|9L], M=1{#K}, M.= 4J = entier (6>0); 


[M,|<6+ =, [M.[<5+ =, IMI<3+ 4; 
AU, GENE" Ce u=— «M; — «M, + uM; 
Li à i mae | Sa v= e”"M,— o°M.+ o'M;: 
=o; k=", Fat, w= M, +Haw'M,+M.: 


W = 09" m + 0m, + w0M.. 


IV. — On pose 
M,=[— 9K], Ms=F9S}, M; = 9L = entier (9> 0); 
peg haat. LR à Mie 
ch ch ch 
(idea Ue te, RTS u=— wM,— «M, + u'M,; 
Deane a0): Ce p= M, — 60M, + 6’M,; 
Kile yee 1°, Lire ws. M, +aM, + «M, ; 


W= 0" m, + 0! m: + woMs. 


PREMIÈRE PARTIE. — Détermination det,,,t:3,t33. — Supposons que 9 
parcourt toutes les valeurs positives pour lesquelles M; devient un 
entier et en même temps |M,|, |M,| et |M,| restent inférieurs aux 
bornes que l’on a données. Toutes les fois qu’il se présente un système 
de trois nombres M,, M,, M, pour lequel wu et 6 remplissent deux des 
conditions à la solution dans le Tableau suivant, on associe à M, les 
nombres correspondants m, et m,. Parmi tous les tels systèmes m,, 
M3, M, (il y en a au moins un) on cherche le système s,, 5,,s, pour 
lequel | W | = min. =/ 


+4 
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TARLEAU. 
Condition à la solution. 
i oe, 
my Mm, II, IV. : III. 
[/ vd 
1. M M, | o<u<u Di 
1 DE ts jee ft | Méme que II, IN 
9 M, MAX | —u"+u<u<u! + ul Ma II, IV 
2 | Je pte po <= p< me que ; 
S MEL. M, \ —u' + wou<u"+u o<u<2u" 
: ied PhP SO 0 VEEP ESO 
ho Mitt Met \ —0U'+u+uw<Lu<u +u u<u<u +u 
F l—e"— 0 + P< p< pl (+99 po 2 pl p € (0 
£ Supplément 1. 
[ne ot CRT 
ROUE Me : i Leu u OU OU 
l ee RE il Be ee oe pean 
== 1b) Sor Wa EU EU Qu <u<u'+u! 
6. M + I M, cS ae h ‘ 
1 = a ee 9 F299 py Eo ee 20€ p << pU 


Supplément 2. 
( omu<u"+ u'— ue 
| — "+ p+ P< p << HO 
==" 3 ut Lu <a 09 
— <9 <p"— 2 


ll, IV, w'> wu", »' >": employer seulement le Tableau. 


7. M,—t M +: 


8. M,+2 M, 


IL, IV, u'<u”, p'>v" : le Tableau uni avec le supplément 1. 

LH, IV, u'>œu", 6e’ <v” : le Tableau uni avec le supplément 2. 

IL, IV, u’< wu", v’< vv": le Tableau uni avec les deux suppléments. 
; 7 | PP 


III : le Tableau uni avec le supplément 1. 


Ayant calculé s,, s, et s, l'on emploie, dans les divers cas, les 
relations suivantes : ; 


II a UN = Sty es S2, tiga Sa 
III : i= $3, a Say C33 = Si; 
LVes AR S55 Lay — Si, ba S:. 


DEUXIÈME PARTIE. — Détermination de t,,, bij t,,. — On obtient tous 
les couples des entiers y, et y, qui remplissent 


Jitss — Nobis 1 OÙ 0 


© 
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et 
‘ <a Nid ns de Rt eels eet) 
BA ch Blicin , ch hliss 
En prenant à 
. L , 10 
Ya) SS ae eae 


et 
[tfmtEenthy|<A, 


où les signes sont ceux qui se trouvent dans la deuxième ligne de ®;; 
l'on associe à chaque couple y,, y:, un troisième entier y;. Deux 
valeurs de y, au plus peuvent correspondre à un seul couple y,, y2. 
Parmi tous ces systèmes de valeurs, on cherche celui pour lequel 


[ay Æ by: ey; |=min., 
[+ ja kyet lyal < lin 


les signes étant respectivement ceux qui se trouvent dans la première 
et la troisième ligne de ®;. C’est la solution t,,, ts,, t,. 


TROISIÈME PARTIE. — Détermination de ty, ta, ty,. — On obtient tous 
les couples des entiers y,, y, qui remplissent 


91 los — D231 OU O 


el 
ete eee ie ee IKI shh 
FE ch cles Us eh we Cliss 
En prenant 
À | TH 
[Ya <2 + RE P 


et 
(tye Oyych cyy| <e, 


où les signes sont ceux de la première ligne de ®;; l’on associe à 
chaque couple y,, y un troisième entier y,. Deux valeurs de Y: au 
plus peuvent correspondre à un seul couple y,, y.. Parmi tous ces 
systèmes de valeurs, on cherche celui pour lequel 


[Si +8): EE hy,|=min., 
Ft y ace Kya lys LR UPrR 
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les signes étant respectivement ceux de la deuxième et la troisième 


ligne de ®;. C’est la solution t,,, tas, ta. 


2 


0, et des types 
Pay +, Ta l 
et les lemmes 2.2 et 2.3 pour obtenir les perd id op CET les 
types de D, et Ds. 

La démonstration de l'algorithme est à peu près la mème dans les 
trois cas, c’est pourquoi cette démonstration est exposée seulement 
pour le cas où ®; est canonique de type II. 

Le premier probième est celui de trouver les solutions de £ <e, 
[4|<A,|¢|— min. en nombres entiers. Mais ceci est équivalent 
au problème de trouver trois entiers ¢,,, ts, ty; qui remplissent les 
conditions 


(1) | CO 03: — Cys | TE 
(2) | fort gyothas|<h, 
(3) |—Jo1— Ade + Cy |= min., 


car les deux solutions des trois inégalités écrites plus haut sont alors 
les coordonnées des points du réseau 


Æ (lis Pi + dos Po + lusps)e 
On rappelle les définitions de uw, u°, u’, u”, etc., que l’on a données 
au commencement de l’algorithme et l’on pose 
mn es ne UM, 


VSS ern, One eo. 


La résolution de (1), (2), et (3) est équivalent au probléme de trouver 
des entiers m,, m., M;, pour lesquels 


(1’) [UI< uw”, 
(2!) |Vi<e'; 
(3’) | W| = min. 


De la théorie des déterminants on déduit 
Ja—Kb—Le=o, Jf+Kg+bLh=o, 
d’ou 
(4) Oo<Lu<u + u/, EN AN En CDS 
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On pose 
8, = m: — M, Ba = m2: — M. 
Il en suit que (, et B, sont des entiers. 
_ Étant donné M;, on détermine d’abord les valeurs de 8, et 3, 
auxquelles correspondent des solutions de (1') et (2’). De (1’) et (2’), 
on déduit 


(9) 


—u'< wh,+u'B—u<u', 
| FA S 2 Bi + p0 By — gx ve". 
En employant (4) et (5) on obtient les relations 
wB,+ u'B.+ u"> 0, 
w(1—6,)+uw(1—B.)+u">0, . 
¢°B.-+ o/(1 — B,) + ¢">0, 
°(1— Bo.) + 6B, + ¢">0. 


(6) 


En vertu du théoreme 2.3 on obtient pour ®; les inégalités 


! LA 
UV TU, l'AS AUS 


(7) po> p’, ps. oe": 


On sépare le probleme en quatre casu’ Du", >e"3 uu", > 0"; 
wu" pe"; uu", <0" et lon déduit de (6) et (7) toutes les 
valeurs qui peuvent être employées pour 8, et B,. [Dans III (ec >6) 
on a toujours uw” > u', par conséquent, il n’y a que deux cas. | 

On remplace ces valeurs dans (5) pour obtenir les conditions à la 
solution. Le Tableau et les deux suppléments en résultent. 

Pour trouver des bornes pour |M,/, M, et |M,|, on écrit de nou- 
veau (1) et (2) sous les formes 


ey ayi— byx— CY:=hc 


re ro). 
(2") Sy: oe FAT are Avis Ne h ( | | : L 5 oO) 


On emploie le théorème 2.1 pour obtenir la borne supérieure = pour 
. 
le minimum dans (3). On remplace (3) par 


9/: 


; A 
Ce) =f hh (|A3| <1, A340). 


Les solutions de (1), (2) et (3) sont toutes parmi les solutions de (1”), 


(2") et (3"). 


€: 
- 

4 
2: 
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Lorsque l'on résout (1”}, (2”) et (3”) en y,, y», Ys, en tenant 
compte du théoréme 2.1 et des conditions a >b,a >c;g>f,g>h, 
on obtient les relations 


(4 ie 
bel <4 + +, As Lu Me 


ch ch ch” 

En employant les conditions |m,— M,'|<2et | m,— M,|<2, on obtient | 
les bornes désirées pour M,, M, et M. 

Le deuxième problème est celui de trouver les solutions de 


El=min., { |n|<, ICI < Li 


en entiers. Ceci est équivalent au problème de Hs las trois entiers 
Hi our: qui remplissent 


(8) | ay.—by,— cy;|—= min. 
(9) | fort 8y2+hys|<h, 
(10) ho sk cl ak te 2 bys EE 5 


En raisonnant comme plus haut, on obtient les bornes supérieures 
pour |¢,, |. ey | |ts, |. 

D'autre part, la solution de (8), (9) et (10) est facilitée par l'emploi 
de la relation ¢,,t2;— ts,t,;—=1 ou 0, que I, on ppeen du fait que Te 
est à déterminant 1 ou o, selon que | a ais PA es est de première ou 
deuxième espèce. 

Le problème de déterminer PR ty et ts: est à peu près le même que 
celui d'obtenir £,,, 4, ett,,. On n’a qu’à énoncer les inégalités qui 
doivent êtres résolues, car la méthode se trouve la même 


(8) | fYi+gy2e+hy3|= min. 
(9) | ayi1—by2—cys|<e, : 
(To) [= ra kpa+ lyst 5: 


On obtient les résultats désirés pour les deux autres cas, III (¢ > 6) 
et IV, d’une pareille manière. 

Cet algorithme a l'avantage particulier de nous conduire directe- 
ment aux points du réseau pour lesquels les valeurs absolues de deux 
des trois formes linéaires sont aussi petites qu’on les désire. Quoique 
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l'algorithme de la section 3 nous conduise éventuellement à chaque 
terme de la chaine, et, en particulier, à ceux que comprennent les 
Ey-suites, ces points du réseau sont, en général, bien plus facilement 
obtenus par l’algorithme de cette section 4. 
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COUPLES DE TETRAEDRES DE MOBIUS 


Par M. Bertranp GAMBIER. 


1. Introduction. — Dans un travail précédent (Bull. des Sc. math., 
1938, t. 62, p. 72-83), j'ai rappelé diverses propriétés des tétraèdres 
de Mébius. Un tel couple ABCD, A,B,C,D, dépend de 17 paramètres, 
bien qu’en apparence il y ait huit conditions a priori pour que A, B, C, D 
soient respectivement dans les faces B,C, D,, €,D,A,, D,A,B,, A,B,C,, 
et réciproquement A,, ... dans les faces BCD, .... Le premier tétraèdre 
ABCD étant donné, on peut donner arbitrairement la trace sur le 
plan BCD du plan AB, C,D,; cette trace coupe CD, DB, BC en 4, c, d; 
on donne ensuite arbitrairement B, sur Ab, C, sur Ac, D, sur Ad, 
et des constructions géométriques simples fournissent A, dans le 
plan BCD. 

Une proposition qui est due à R. Sturm (Lintengeometrie, Bd. 1, 
p. 69), et que l’auteur n’a pas développée, sera la clé de notre 
théorie : 


Les segments AA,, BB,, CC,, DD, sont partagés harmoniquement par 
le couple (unique, formé de deux droites distinctes), A, A’ des sécantes 
communes aux droites supports de ces segments. 


Cela prouve que le couple général T, T, de Mobius s'obtient à partir 
d'un tétraédre T quelconque, d’une quadrique ¢ conjuguée par rapport 
à T, de deux génératrices A, A’ de même système de g; on applique à T 
l’involution biaxiale (A, A’) et l’on a ainsi T,. 


Ann. Ev. Norm., (3), LVI. — Fasc. 2. 10 
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On remarque que [ ABCD, A,B,C,D,], [ABC,D,, A,B, CD], [AB,CD, ; 
A,BC,D], [ AB,C,D, A,BCD,] forment quatre couples de Mobius. 


Les huit sommets d'un couple (T, T,) définissent ponctuellement 0* qua- 
driques Q, æ* biquadratiques G; en raison du caractère dualistique 
de la configuration, les huit faces définissent, tangentiellement, * qua- 
driques Q,, «0? développables ® de classe 4 et genre 1. Toutes les qua- 
driques Q ou Q, admettent A, A’ comme couple de droites conjuguées. 


Les tétraèdres ABCD, A,B,C,D, sont, chacun, leur propre réci- 
proque par rapport à une quadrique g contenant A, A’; le couple 
ABC,D,, B,A,DC, où l’on fait correspondre les sommets de méme rang, 
est réciproque vis-à-vis de g; par suite, AB,, BA,, CD,, DC, sont 
génératrices d’une même semi-quadrique, dont le support est une 
quadrique À, circonscrite aux huit sommets, tangente aux huit faces. 
Permutant circulairement B, C, D sans toucher à A ni aux indices 
(o ou 1), on a trots quadriques &,, &,, Z, appartenant chacune au 
système ponctuel Q, au système tangentielQ, définis à l'instant: chacune 
de ces quadriques est harmoniquement inscrite et circonscrite à chacune 
des deux autres. 

De là résulte aussitôt que : Deux quadriques arbitraires n'admettent 
aucun couple de Mobius inscrit dans la première et circonscrit à la 
seconde; appelons Q la première, Q, la seconde, et soient A,, As, Ag, Ay 
les valeurs de À telles que Q — AQ, — o représente un cône; si l’on a 
A+ = À + À, Q et Q, admettent w* couples de Môbius, inscrits 
dans Q, circonscrits à Q,; A étant la droite portant les sommets des 
cônes À, Ay et A’ la droite analogue pour ;, À,, nous dirons que Q 
est Môbius-ment circonscrite à Q,, et Q, Môbius-ment inscrite dans Q, 
relativement au couple conjugué A, A’. St deux quadriques Q, Q' sont 
chacune Môbius-ment circonscrites à Q, pour le même couple A, A’, il 
existe 2° couples de Mobius inscrits dans la biquadratique @ (Q, Q’) et 
circonscrits à Q,; st Q est une autre quadrique Môbius-ment inscrite 
dans Q et Q' pour A et A’, il existe x! couples de Mobius inscrits dans 
(Q, Q’) et crrconscrits à la développable (Q,, Q,). 

Les trois nouveaux couples [ABC,D,, A,B, CD],..., signalés plus haut, 
fournissent chacun une quadrique q,, qs; q; analogue à q; chaque q; 
est harmoniquement circonscrite et inscrite à chaque = y(t ="0;'T, aS), 
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eet 2, 3) la polarité q; échange À; avec elle-méme, la polarité X; 
échange q; avec elle-méme; chaque q; coupe chaque %; suivant quatre 
droites. Deux quadriques q;, q; se coupent, en dehors de A, A’, suivant deux 
droites ; on trouve ainsi six couples (qi, q;): l’involution biaxiale corres- 
pondant à un tel couple change chacun des huit sommets en un autre 
sommet : À, par exemple, devient B, C, D, B,, C, ou D, et l’insolution 
biaxiale(A,A') change À en A,. 

Avant d'étudier les résultats relatifs aux couples de Môbius inscrits 
ou circonscrits à une quadrique, une biquadratique ou une développable 
de classe 4,je montrerai que le nombre maximum de tétraèdres pouvant 
deux à deux se trouver en situation de Mobius est 4; il suffit de choisir 
une quadrique g, trois couples de génératrices de même système sur g, 
se divisant harmoniquement deux à deux, puis un tétraèdre T conjugué 
vis-à-vis de g; les transformés de T dans les involutions biaxiales 
relatives aux trois couples de génératrices choisis donnent, avec T, la 
configuration annoncée. 

Ce travail actuel emprunte beaucoup de résultats au Mémoire que 
j'ai rédigé en collaboration avec M. Rowe (Ann. de l'École Norm., t. 51, 
1934, p. 153-191), sur les tétraèdres inscrits dans une première qua- 
drique, circonscrits à une seconde; un échange de lettres entre 
M. Rowe et moi, au début de l’année 1938, nous a fait découvrir que 
notre Mémoire de 1934 contenait, sans que cela nous eût frappés, les 
couples de Mobius qui vont être étudiés en détail. M. Rowe a, de son 
côté, étudié le problème actuel par des méthodes assez différentes, de 
sorte qu’il nous a paru préférable de publier nos résultats séparément; 
j'ajouterai enfin que ce travail actuel se trouve, d’une façon bien inat- 
tendue, en relation étroite avec un autre Mémoire, rédigé encore en 
collaboration avec M. Rowe (Ann. de l’École Norm., t. 53, 1936, 
p. 329-386), sur les biquadratiques et les cubiques gauches, lieux 
des points dont les rapports des distances à trois droites fixes restent 


constants. 


Sécantes communes à AA,, BB,, CC,, DD,. — En prenant le 
tétraèdre T (ABCD) pour tétraèdre de référence et un point unité 
convenablement choisi sur AA,, les coordonnées des huit sommets 
ont les valeurs suivantes, indiquées dans le Mémoire cité du Bulletin 


L à - ’ F2 
, ; " , 
| a 
> LE À 
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des Sciences mathématiques : 


Le déterminant formé par A,B,C,D, est symétrique gauche ; il est égal 
à (a, + 8,—1)?; le cas où x, +8,—71 est nul est relatif à la dégéné- 
rescence, que nous écartons, où les quatre points A,,B,, C,, D, sont à 
intersection d’une même droite avec les faces BCD, CDA, DAB, ABC. 

Nous cherchons quatre points (a, b, c, d) alignés, situés respec- 
tivement sur AA,, BB,, CC, DD, ; nous pouvons prendre pour coor- 
données respectives de ces points : 


et, si py +1 n’est pas nul, on trouve, comme conditions nécessaires et 
suffisantes (nécessaires même st pq +1 est nul), 


eee eS eee 


£ PO —1 —:1 D. helt 
I | = 0; 1 4 di W105 
1 1 1 I 1 B: 
ee U En DT — 1 
I 7 te en; I 7 — % | =0 
Farc ss, pA off s 


Les premier et dernier déterminants sont impairs en PYigstysz90n 
combine le second et le troisième par addition et soustraction: on 
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I 
Gr 


a ainsi 
(2) Pgh pH g r= 0, s(pq +1)+ q—=0, 
} P%+q7=0, B.(pg +1) + a,—1=0. 


Les deux équations de la seconde ligne donnent, en éliminant q, 


(3) p? a, Bi — 3 — Bi +1 —0. 


On a écarté les dégénérescences «a, 8, =0('), a, + 8,—1=0, de 
sorte qu'il y a deux sécantes communes distinctes | pg +1 n’est pas 
nul, sinon on aurait des équations incompatibles p+ g—0,q—o, 
PI 0; les équations (2) sont donc nécessaires et suffisantes |; les 
deux solutions (p, g, 7, 5), Cp, —q, 1 —5) prouvent bien que 
AA,, BB,, CC,, DD, sont partagés harmoniquement par les deux sécantes 
communes ; d'autre part, comme il n’y a que deux sécantes communes, 
distinctes, les quatre droites AA,, BB,, CC,, DD, ne sont pas géné- 
ratrices d’une méme semi-quadrique (et méme, aucune n’est tangente 
à la quadrique déterminée par les trois autres). 

Ce résultat peut s’obtenir aussi, sans calcul, par un nr fait 
avec précaution. Le tableau (1) des coordonnées des sommets de T 
et T, prouve clairement qu'il n’y a qu’une famille de couples de 
Mobius, cette famille dépend de 17 paramètres (12 pour T, 3 pour le 
point unité, puis , et 3,). Done, si, par un procédé quelconque, nous 
réalisons un couple de Môbius dépendant de 17 paramètres, c’est le 
couple général (et même l’unique couple général), de sorte que tout 
couple de Mobius pourra être obtenu par ce procédé. 

Choisissons donc une quadrique g (9 paramètres), un tétraèdre T 
conjugué à g (6 paramètres), un couple de génératrices A, A’de même 
système sur g (2 paramètres). L’involution biaxiale d’axes A, A’ 
change g en elle-même et remplace T par un tétraèdre A,B,C,D, 
conjugué aussi par rapport à q; A et A, sont conjugués par rapport à q, 
donc le plan polaire de A par rapport à g contient B, C, D, A, (et de 
même, celui de A, contient B,, C,, D,, A): les deux tétraédres T, T, 
sont en position de Mobius; le système (T, T,, g) dépend de 17 para- 


(1!) x = 0 indique que B, et D; sont sur laréte AC qui est alors sécante commune. 


6 
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mètres ; d’autre part, T et T, n’ont aucune des configurations caracté- 
ristiques du cas où deux quadriques distinctes q, g'admettent au moins 
deux tétraèdres conjugués communs ; donc, T et T, n’admettent qu'une 
seule quadrique g conjuguée vis-à-vis de chacun d’eux, et le couple 
(T,T,) dépend de 17 paramètres, tout comme (T, T,, 7); notre propo- 
sition est établie : à tout couple T, T, correspond nécessairement une 
quadrique q et deux génératrices A, A’ de méme système de q, coupant 
harmoniquement AA,, BB,, CC,, DD,. 

On remarque que la polarité g transforme AA, en la droite d’inter- 

section des faces BCD, B,C,D,: les quatre droites d’intersection des 
faces homologues admettent les droites A, A’ déjà obtenues comme 
sécantes communes; les deux plans BCD, B,C,D, sont conjugués harmo- 
niques par rapport aux deux plans issus de leur droite commune et 
contenant A ou A’. 
‘ Nous avons remarqué que le couple (ABCD, A,B,C,D,) est 
accompagné automatiquement de trois autres couples de Mébius 
(ABC,D,, A,B,CD), (AB,CD,, A, BC,D), (AB,C,D, ‘A, BCD, ). Le couple 
(ABC,D,, A,B,CD) définit une nouvelle quadrique g’ conjuguée par 
rapport à chaque tétraèdre de ce couple; gq’ est distincte de g, car A a 
pour plans polaires : BCD relativement à g, BC,D, pour q’. Si donc, 
dans ce nouveau couple, nous associons les sommets dans l’ordre 
(ABC,D,, B,A,DC), nous voyons que ces deux tétraédres sont réci- 
proques l’un de l’autre vis-à-vis de g, car deux lettres de même indice 
donnent deux sommets conjugués par rapport à g, et la même lettre, 
avec des indices différents, donne aussi deux sommets conjugués par 
rapport à g; donc A est pôle de A,DC (d’ailleurs, A,DC et BDC sont 
deux plans identiques); donc, les deux tétraèdres T, T, admettent 
trois situations hyperboloidales, d’après le schéma 


LS A B C D AUTRE 
Bi A, D, Cy a D, A, B, D, CG B, Ay 


(les droites joignant deux points placés sur la méme verticale du 
schéma forment quatre génératrices d’une méme semi-quadrique ). 
Or, st deux tétraédres (ABCD) et (A,B,C,D, ), qui ne forment pas un 
couple de Mobius, admettent les trois situations en jeu, ils admettent 
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automatiquement la quatrième 


AD gC wk D 
A, B, CG D, 


Les couples de Mobius forment exception : ils admettent les trois pre- 
mières, mais non la quatrième. (On pourra consulter à ce sujet mon 
Mémoire du Bull. de la Soc. math. de France, t. 66, 1938, p. 8-47.) 
Les trois quadriques qui viennent d’étre signalées 


3;,, support de AB,, BA,, CD,, DC): 
Des » AC:, BD,, CA,, DB, ; 
2. » AD,, BG,, CB,, DA,, 


joueront plus tard un rôle important. 

On remarquera que la polarité g remplace A par le plan BCD; 
ensuite, l’involution biaxiale (A, A’) remplace le plan BCD par le 
plan B,C,D, (qui passe en A): donc, la composition des opérations 
[g, (A, A')] dans cet ordre est une dualité qui est relative à un complexe 
linéaire C ; on vérifie immédiatement que la composition en ordre 
inverse [(A, A’), g] remplace A par A,, puis par le plan B,C,D,, de 
sorte que les deux opérations sont permutables. Nous avons retrouvé le 
‘moyen de construire un couple de Mobius en prenant un tétraèdre T 
arbitraire (12 paramètres), un complexe linéaire C arbitraire (5 para- 
mètres) et prenant le réciproque T, de T par rapport à C; le com- 
plexe C contient A, A’, et les génératrices de ¢ de système opposé à A 
et A’; quand un point M décrit A, son plan polaire par rapport à C 
coupe À’ en un point M' et la droite MM’ engendre la quadrique g. On 
peut donc encore, pour construire T et T,, partir d’un complexe 
linéaire C (5 paramètres), puis de deux droites A, A’ non sécantes 
de C(3+ 3 paramètres); la quadrique q est obtenue par le procédé 
qui vient d'être indiqué (lieu de la droite MM’); on prend ensuite 
un tétraèdre T conjugué par rapport à g (6 paramètres) et le trans- 
formé T, de T par l’involution biaxiale (A, A’) : on retrouve 17 comme 
total (5+3-+3-+46)('). 


(1) On remarquera, tout du long de ce travail, l'intérêt de ne pas seulement indiquer le 
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3. Système de quatre tétraèdres deux à deux en position de Monae 
— Imaginons une semi-quadrique q, trois couples de génératrices 
de gq, à savoir (As, À, }; (Ava, Ay)» (Avs, A5) Se divisant deux à deux 
harmoniquement, puis un tétraèdre T conjugué par rapport à gs on 
engage ainsi un total de paramètres : 9 pour 4, 2 pour (AS, Rae: 
1 pour Aj», 6 pour T, soit 9 + 2+1+ 6 — 18. On sait que deux quel- 
conques des involutions biaxiales (A,,, 4,,), (Ave, A5); (Aoas AS 
sont permutables, que le produit de deux d’entre elles est équivalent à la 
troisième. Les transformés T,, T,, T; de T par chaque involution 
(Agi, Ay, )s (oz Aya)» (Aos, A,,) Sont chacun en position de Mobius 
avec T; deux quelconques des trois tétraèdres T,, T,, T; sont aussi en 
position de Mobius, car on peut passer de T, à T;, par exemple, en 
_transformant T, en T par (A,;, A,,), puis T en T; par (Aga, Aj, ), de 
sorte que T, et T,; se correspondent par l’involution (A,,, A,,) et, 
d’autre part, T, et T, sont conjugués par rapport à g. Nous voyons que 
le symbole (A,,, 4,,) employé pour rappeler le passage de T a T, 
peut être remplacé par le symbole (A,,, A,,); d'une façon générale, 
(Aj,, 4;;) = (Au Au) t, J, &, l'désignant les nombres o, 1, 2, 3 dans 
un ordre quelconque. 

De même, le couple T;, T; donne lieu au complexe C;; et C;;, =Cy, 
car on aC; =(¢) (Ay, A;;)—=(q) (Aw, Ay) = Cu. Nous obtenons donc 
trois complexes et non six : ces trois complexes sont conjugués deux à 
deux; en effet, considérons le plan B,C,D, : il a pour pôle, vis-à-vis 
de Coo, le point A, et de C,,, le point A,, de sorte que la droite AA,, 
contenue dans le plan B,C, D,, appartient à C,, et C,.; même résultat 
pour BB,, CC,, DD, ; il en résulte que Les droites communes à C,, et Cys 
forment la congruence linéaire d’axes A,,, A; les quatre complexes 
suivants : Co, Cie, complexe spécial Ay,, complexe spécial A, ,, appar- 
uennent à un méme faisceau; puisque les pôles de B,C; D, par rapport à 
ces complexes sont : A, A, et les points où AA, rencontre À,,, A’ 


PUIS 
complexes Co, et C;, sont conjugués. 


total des paramètres intervenant pour construire une certaine figure, mais encore une 
hiérarchie entre ces paramètres. Ainsi, pour (T, T1), le total est 17, Mais nous avons 


indiqué plusieurs décompositions de ce total : 9 + 2 + 6, si l’on choisit une quadrique g 
pour commencer, ou 5 + 3 + 3 + 6 si l’on choisit d’abord un complexe C. 
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Les axes A,,=A,,, À, =, appartiennent à C,,=C.; et sont 
conjugués par rapport à C,, ==C,, et C,, = Co. 

Inversement, si trois complexes C,,, Co, Cox sont en involution 
deux à deux (ce qui fait un total de 12 paramètres pour fixer C,,, 
Cox, Coz), la congruence des droites communes à C,. et C,; a pour 
directrice, deux droites A,,, A,, deC,, qui sont conjuguées par rapport 
à Co, et Cys; les deux couples analogues (Ay,, 4°,), (Aos, A,,) forment 
avec (A,,, A,,) six génératrices d’une même semi-quadrique q, se 
divisant harmoniquement deux à deux; un tétraèdre T, conjugué par 
rapport a q engage six nouveaux paramètres et conduit à la configu- 
ration qui vient d’étre étudiée. On remarque aussi que les droites 
communes à C,,, Co; Cy; engendrent la semi-quadrique g' complé- 
mentaire de g. 

Il est facile de voir que les constructions synthétiques, qui ont été 
données depuis le début de ce paragraphe, fournissent la solution 
générale du problème consistant à déterminer h tétraèdres deux à deux 
en position de Mobius; h ne peut avoir que les valeurs 2, 3, 4; inutile 
de parler de h= 2; si trois tétraédres T, T,, T, sont deux à deux en 
position de Mobius, la droite AA, qui joint les pôles de B,C,D, par 
rapport à C,, et C,, appartient à la congruence commune à C,, et C,,; 
puisqu’elle est coupée harmoniquement par A,,, A,, (axes de cette 
congruence, sécantes communes aAA,, BB,, CC,, DD, ), les complexes 
Co C,. sont conjugués ; par raison de symétrie, les trois complexes 
sont conjugués deux à deux et nous retrouvons la figure étudiée, avec 
l’unique tétraèdre complémentaire T, qui porte le nombre À à son 
maximum 4. Remarquons encore à ce propos que, le couple (1, T, ) de 
Môbius étant supposé connu, si nous cherchons les sommets ee A, 
encore inconnus de T, et T,, le lieu de ces sommets est la droite ¢, 
commune aux deux plans BCD et B,C,D,; dans le plan A,BCD, les 
æ' coniques passant par A,, B, C, D coupent ©, en a! couples de points 
formant une involution; A., A, est l’un de ces couples, et le choix de 
ce couple correspond au 18° paramètre qu'il faut ajouter aux 17 para- 
mètres de T, T, pour obtenir le total T, T,, T., T,; le choix de A, 
permet d’obtenir T,, car A,B, C,DD, sont dans un méme plan et sur 
une même conique; or, le plan A, DD, est connu (par le choix de À.) 


et perce 6, en B,; on a ensuite C, par intersection de ce même plan 
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A, DD, et8.; D, s'obtient de façon analogue. Sur 4,, les points doubles 
de l’involution, dont A;, A, sont un couple, sont les points où Aj,, 
A’, rencontrent 6,: si A, venait en l’un de ces deux points, A, se 
onde avec lui, et les deux tétraèdres T,, T, confondus, se rédui- 
raient à quatre points en ligne droite. 

Nous ne nous sommes pas, jusqu'ici, préoccupés de la réalité; pour 
obtenir des tétraèdres tous réels, on doit rester dans l’un ou l’autre 
des deux cas suivants : 


1° q réelle, à génératrices réelles; deux des couples de génératrices 
sont réels, le troisième est formé de deux droites imaginaires conju- 
guées ; les trois involutions biaxiales sont réelles. 
2° q imaginaire, mais d’équation réelle; on prend pour premier 
couple (A,,, A,) deux génératrices imaginaires conjuguées de q; il 
existe w' couples formés de droites imaginaires conjuguées, divisant 
harmoniquement (A,,, A, ) surg; on a encore trois involutions réelles. 
Par une homographie réelle de l’espace tout entier, on peut réduire la 
figure à 
9 32-7 + s*+-1=0, 
RE ad Se AC 9 À, (æ=—i, y=—18); 
Ags, (#1, ee Er); Aya (Y—=—i, s=— Ia); 
Bess Ca peaks oe IR) AY; (4=—-—t¢4=— iy). 


Les équations des involutions biaxiales sont 


1 +1 ; — 3 y 
(Ai Ady) c= A => L= 73 
(Ags, A ait x=-, Wie poe. z——, 
» 7 As 4 
(As AY) + — mai ie À 7 — siti! 


Les tétraèdres T, après cette réduction, sont orthocentriques (un 
échantillon simple correspond à un tétraèdre régulier inscrit dans la 
sphère de centre O et rayon ÿ3). 

Pour abréger, nous ne donnerons pas la solution analytique; les 
tableaux (1 ‘di paragraphe 2 donnent les coordonnées des sommets 
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de T et T,; les coordonnées de T,, T, sont fournies par les tableaux 


Quand on ne considère que T et T,, les nombres «, et 8, sont les 
deux invariants homographiques de la figure. Quand on étudie le 
système T, T,, T,, T;, on peut écrire avec trois arbitraires ttt, 
qui, sur la conique BCDA,A,A,, représentent précisément les birap- 
ports (DCBA, ), (DCBA, ), (DCBA,) et sont les trois invariants homo- 


graphiques de la figure 

LS x, — ft wm itt 

i ty ? D — ts 3 .— ts ? 

gp Pes 2) phe to) wet Ada à D Ne 

i. per f ee pues j ek 1— és, 
t 1— fy 

À — — 2 — = coe 2 

2 A P2 aaa b 2 Pas. 
Le i tz 

= ies Gah 02 

As Th LE an’ 3 303 


4. Rappel de propriétés relatives aux transformations homogra- 
phiques d'une biquadratique en elle-même. Quadriques harmoni- 
quement inscrites et circonscrites l'une à l'autre. — Soient deux 
quadriques Q, Q, quelconques (ayant par conséquent un unique 
tétraèdre conjugué commun @), dont nous écrivons les équations 


réduites 
QAR Fa aE eS; 


i ne y? 
Lie 
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L'équation Q—2Q;—o donne un cône pour À égal à l’une des 
valeurs a, b,c, d. La condition nécessaire et suffisante pour que l'on 
-_ puisse trouver des quadriques q coupant et Q, suivant quatre droites est 
R = (ab — cd) (ac — bd) (ad — be) = 0. 


Le système (Q, Q,) dépend alors de 17 paramètres, et q de 2. 

Une quadrique Q étant donnée, un quadrilatére gauche tracé sur Q 
dépend de quatre paramètres; une quadrique g coupant Q suivant 
quatre droites dépend de cing paramètres, autrement dit, n’est astreinte 
qu’à quatre conditions; une quadrique g coupant séparément Q et Q, 
suivant quatre droites, est astreinte à huit conditions ; on devrait donc 
pouvoir compter sur o' quadriques g ('). Un raisonnement simple 
nous fait apercevoir qu'il y a nécessairement «* quadriques q, dès qu'il 
en existe une, et, par suite, que le problème est impossible si Q et Q, sont 
choisies arbitrairement, et que, si une certaine condition est remplie, on 

obtient x? solutions. Appelons a, 3 les deux systèmes de génératrices 
de Q et «,, B, les deux systèmes de Q,. La quadrique g est supposée 
contenir deux génératrices à de Q, soit g et g’; parmi les génératrices 
de g, de l’autre système que g, g’, il y en a deux qui appartiennent 
à Q,; supposons qu’elles soient du système a, de Q,, et nommons-les 
81, 8,3 la figure (g, g,, g', g,) forme un quadrilatére gauche que 
nous appellerons r; g donne sur Q deux génératrices y, y’ du 
système @ et sur Q, deux autres y,, y, du système GB, et (+, stat 
est un nouveau quadrilatére gauche r, ; il est clair que les sommets 
de r et r, sont sur la biquadratique @ commune à (Q, Q,); si nous 
faisons passer par r les x! quadriques q qui le contiennent, à chaque g 
correspond un nouveau quadrilatère 7, et chaque quadrilatère 7, 
fournit æ' quadriques q’ coupant encore Q etQ, suivant quatre droites ; 
comme on a co! quadrilatères 7,, et, pour chacun d’eux, x! qua- 
driques g', on a finalement +? quadriques du type cherché, s’il en 
existe une. 

Conclusion : Pour reconnaitre si,.oui ou non, les quadriques g 
existent, nous prenons une génératrice quelconque de Q, du système « 
par exemple; elle perce Q, en m, n; choisissons un systéme sur Q, 


ee ER es oe SS ds Fe ee ee ln ee 


(1) Le système (q, Q, Qi) dépend de 19 paramètres : 9 pour q, 5 pour Q, 5 pour Q;. 
Le système (Q, Qi) dépend de 17 paramètres et ensuite q de 2. 
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soit a,, et tracons les génératrices «, issues de m,n; elles recoupent Q 
en m’, n'; si m'n' n'est pas génératrice de Q, il n’existe aucune 
quadrique g formée avec (a, 8) ou (a, B,); si m'n! est génératrice 
de Q, il suffit de cette expérience unique pour affirmer que l’on trouve 
oc” quadriques q formées avec (a, B) et («,, B,). Si le système (a, B) a 
échoué, on mène par les mêmes points m, n les génératrices B, de Q, 
ce qui donnera un point x’ au lieu de m’, un point y’ au lieu de n, et 
l’on trace y, v’; comme plus haut, il suffit de cette unique expérience 
pour savoir si la combinaison (x, 8,) ou (a,,8) donne zéro ou 
oo? quadriques q. | 

En cas de succès. R est nul; cette condition a été obtenue depuis 
longtemps et je n’insiste pas; mais il est essentiel de garder les 
trois facteurs de R et non un seul. Quand R est nul, en général, un seul 
facteur est nul, et alors il y a une seule des deux combinaisons (a, B) 
ou (x, B,) qui réussit pour trouver g (on a une seule série æ? ); si l’on 
suppose ab — cd =o. cela signifie que le quadrilatére gauche mnn'm' 
obtenu a ses sommets opposés (m, n') ou (n,m') qui se correspondent 
dans l’involution biaxiale d’axes à, 3 où à porte les sommets des cônes 
relatifs à À =a ou b et à’ les sommets analogues relatifs à À — c ou d. 
De plus, à, à sont conjuguées par rapport à q : cela résulte d’une propo- 
sition qui est démontrée au paragraphe suivant : la biquadratique Q,Q, 
possède quatre cordes, à savoir mn’, nm’ diagonales der, puis m,n), 
n,m, diagonales de r,, divisées harmoniquement par 6 et 2’; les 
quatre cordes ne sont pas génératrices sur une même quadrique, 
donc 6 et à’ sont conjuguées par rapport à la quadrique g qui passe par 
les huit points m. n. m', n', m,, n,, m,n, sans appartenir au fais- 
ceau Q, Q,. 

Le cas important pour notre étude présente est celui où deux facteurs 
de R sont nuls; supposons que l’on ait ac — bd — 0. ad — be =o. On 
en déduit (puisque abcd Æ 0), ; ae =, == 5 et la valeur commune de 
ces rapports est 1 ou —1; le premier cas réduit la biquadratique a 
quatre droites (2?+y*—0, 3°+ t?=0), et en ce moment, nous 
raisonnons sur une biquadratique quelconque; nous envisageons donc 
seulement a+b=0, c+d—o, d'où nous déduisons que les 
deux quadriques Q, Q, sont chacune harmoniquemens inscrite-circons- 
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crite à l’autre ; d’autre part, cette fois, les combinaisons (, B), (4, B:) 
réussissent toutes deux et non plus l’une à l’exclusion de l’autre ; nous 
avons deux séries 0? de quadriques g; une premiere série fournit des 
quadrilatères dont les sommets opposés se correspondent dans l’invo- 
lution biaxiale relative aux arêtes joignant les sommets des cônes (a, c) 
ou (b, d); pour l’autre série, c’est (a, d) et (b, c); il sera utile de 
préciser que les quadriques Q, Q, sont harmoniquement inscrites- 
circonscrites pour le couple (A, A’) où A porte les sommets des cônes (a,b) 
et A’ les sommets des cônes (c, d). Nous pouvons maintenant indiquer 
des critériums simples pour une figure de cette espèce ; Q possède, 
dans chaque système « ou 5, un couple et un seul conjugué par rapport 
à Q, [on ne trouve æ' couples que si Q et Q, se coupent suivant 
quatre droites et sont chacune sa réciproque par polarité vis-à-vis de 
l’autre (‘)]; en prenant sur l’une des génératrices d’un tel couple 
deux points conjugués par rapport à Q,, et faisant de même sur l’autre 
génératrice du couple, on obtient un tétraèdre conjugué par rapport 
à Q,, qui peut être regardé comme inscrit dans Q ou circonscrit à Q, ce 
qui explique pourquoi Q est à la fois znscrite ou circonscrite, harmo- 
niquement à Q,. D'autre part, les points où A coupe Q ou Q, forment 
deux couples harmoniques ; de même pour A’; en prenant les points 
communs à Q et au couple A, A’, on obtient un tétraèdre inscrit dans Q, 
conjugué par rapport à Q,. Par polarité relative à Q,, les deux généra- 
trices d’un même système de Q qui sont conjuguées par rapport à Q, 
s'échangent, de sorte que Q et sa réciproque se coupent suivant 
quatre droites. 


Chacun de ces critériums est nécessaire et suffisant. 
Si l’on prend A pour axe æ—y—o, A’ pour axe 3 —1—0, les 
équations de Q et Q, sont : ponctuellement pour Q et tangentiellement 


pour Q,, 
Q Ag+ By?+ Cs?+ De&e+ 2Ezxy + 2Fry=0, 
Qi au*+ be? + ew? + dh? + 2euv + 2 fwh =o, 


(?) Dans ce cas spécial, dont nous verrons l'importance au paragraphe suivant, 
Q et Q; ont deux génératrices communes G, G; de même système, et deux autres y ,y: du 
système opposé à G ; dans le système G, Q; possède oot couples de génératrices conjuguées 
par rapport à Q, et les deux génératrices d’un même couple sont conjuguées par rapport 
à G et G1; même propriété pour le système +. 
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et les équations : tangentielle de Q, ponctuelle de Q,, sont 
Bu?+ Av?—2Euy Det+Ch?—2Fwh _- 


Pima Ry ee ES 
= bx*+ay*—2exy ds*+ cl*—afat 
Crete cut 


Les conditions pour que Q et Q, soient harmoniquement inscrites- 
circonscrites (pour A, A’), sont 


(1) Aa+Bb+2Ee=o, Ce+Dd+.2Ff=o. 


Comme, en quelque sorte, les points d’intersection avec A d’une 
part, avec A’ de l’autre, sont seuls à intervenir, on peut songer à 
trois couples de points se divisant harmoniquement d’un couple à 
l’autre sur A, et aussi sur A’: on arrive ainsi intuitivement au système 
général de trois quadriques deux à deux harmoniquement inscrites- 
circonscrites (relativement au couple conjugué A, A’) 


(2) #+ 7?+ 32+ 20, L— y?+ m(z— Ë), zy + nzl = 0. 


Et nous verrons plus bas que les Auzt points communs à ces trois qua- 
driques fournissent effectivement le couple de Môbius général (naturel- 
lement, on a quatre couples simultanés de Mobius) : on a bien les 
17 paramètres prévus, à savoir les 15 paramètres de l’homographie 
générale de l’espace, puis deux invariants homographiques m, n. 

Dans les 16 transformations homographiques d’une biquadratique ® 
en elle-même, les quadriques harmoniquement inscrites-circonscrites 
jouent un grand role; chaque couple d’arêtes opposées du tétraèdre 
conjugué commun aux quadriques du faisceau ponctuel issu de @ 
fournit deux de ces quadriques; somme toute, on rencontre ici le 
problème : réduire une équation algébrique de degré 4 à la forme 
bicarrée. Dans quelques-unes des 16 homographies, non seulement &, 
mais chacune des quadriques spéciales relatives à un couple déterminé 
d’arétes opposées reste inchangée (au lieu de s’échanger avec une 
quadrique spéciale obtenue par le méme couple d’arétes ou un autre 
couple). ee 

Quand nous voudrons définir une biquadratique générale par 
16 paramétres stricts, il sera imposé de choisir un couple spécial de 

‘cette nature : les deux premières équations (2), par exemple, donnent 
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cette représentation avec l’invariant homographique m (le casm== 1 
est très spécial et conduit à deux quadriques ayant quatre droites 
communes et se transformant chacune en elle-même par polarité 
relative à l’autre). 

On sait aussi que, si l’on a posé 


2 


Q=x +++ 8e, On 2? — yor, mar), 


les deux quadriques Q —hQ, =0, Q+hQ,— 0, où h est quelconque, 
admettent +? quadriques les coupant chacune suivant quatre droites. 


5. Étude détaillée d'un couple de Mobius. — Les huit sommets 
d’un couple T, T, de Mébius sont communs à 2° biquadratiques et 
20? quadriques : en effet, nous connaissons quatre quadriques, dégé- 
nérées en deux plans, n’appartenant pas à un même faisceau contenant 
ces points ; les deux plans AB,C,D, et A, BCD et les couples analogues 
contiennent les huit points. Dualistiquement, les huit faces du couple 
(T, T,) définissent tangentiellement x? quadriques, x? développables de 
classe 4 et genre 1. 


Les deux droites (A, A’) relatives à AA,, BB,, CC, , DD, sont conjuguées 
par rapport à toutes les quadriques des deux systèmes x° tangentiel ou 
ponctuel que nous venons de définir. 


Cette proposition est importante et nous allons en donner deux 
démonstrations différentes. La première est de nature transcendante 
et donne un résultat plus précis : toute biquadratique @ est circonscrite 
à «* couples de Mobius, pour chaque couple d'arêtes opposées du tétraédre 
conjugué commun aux quadriques issues de @. En etfet, sur @, choi- 
sissons un paramètre elliptique w, tel que la condition 


USER EE OU 0 


soit la condition nécessaire et suffisante pour que quatre points de la 


courbe soient coplanaires. Appelant a, b, ..., d, les paramètres 
dé. "D, ,ona 

qj+b+e+d=o, a+b+e+d=0: 
(i) a b,c + do, Mt+b+atd =o; 

hi 3-10 ed 10, &M+bi+ c+d =; 


t+b+e+d, =o, a+ bi 6 + d = 0. 
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Additionner deux équations de la même ligne donne Za + La, — 0; 
donc les équations se réduisent à 5, par exemple, les équations de 
gauche et la première équation de droite; l'addition des équations de 
gauche donne 3Ëa+XZa,;— 0, d'où 22a—0; si l’on prend Lao, 
les deux tétraèdres coincident et sont même aplatis; on doit donc 
prendre La =, w' ou w + w' en appelant, suivant l’usage 20, 20’, 
les périodes de la fonction elliptique employée. Si l’on prend Ya —w, 
on voit que l’on peut prendre b, c, d arbitraires; on a ensuite 
a=w—(b+e+d), puis a4,=a—o, b,=b—w, c,=c—0, 
d,=d-—vw, et cela prouve que chaque couple (A, A,), (B,B,), 
(C, CG), (D, D,) se correspond dans une involution biaxiale dont les 
axes sont un couple d’arétes opposées du tétraèdre conjugué commun; 
on peut choisir chaque couple d’arêtes opposées ('), puisque La peut 
avoir, au choix, l’une des trois valeurs w, w’, w + «'. 

Soit maintenant la seconde méthode; choisissons A pour axe 
æ = y —0, A’ pour axe 3 —1t—0; la quadrique Q a pour équation 


AX? + AY A’Z+ 2BYZ + 2B'ZX + 2B'XY 
+ 2CXT + 2C’/YT + 2C'ZT + DT'— 0. 


La droite AA, perce A en a(o, 0, 3,, 1) et A’ en a,(1, m,, 0, 0); les 
points analogues b, b,,c, c,, d, d, sont désignés par les mêmes lettres =, 
m avec les indices 1, 2, 3 au lieu de zéro; puisque a et a, sont conju- 


(1) Lemploi du paramètre u est commode pour les résultats du paragraphe précédent ; 
Uy + Us = 2, Où a est constant, définit «1 cordes de @ engendrant une semi-quadrique ; 
ly + Uy =— a définit la semi-quadrique complémentaire. Si lon a un quadrilatère gauche 
dont deux côtés opposés (41, u:), (3, u,) appartiennent à la semi-quadrique 2, pendant 
que les deux autres (i, us), (us, u,) appartiennent à a, on a 


Us + Ug + U3 + Uy = 32X = 2041, 


a, est distinct de x, done on a 2 — à; = w, w’ où w +’, On voit done qu’à chaque semi- 
quadrique contenant @, on peut associer trois autres semi-quadriques. Si l'on à pris 
a= %, +), ON À Uz = Us — w, Ce qui prouve que les sommets opposés (Us, 43) OU (wi, ui) 
se correspondent dans l’une des involutions hiaxiales étudiées. Enfin, si + et +, sont asso- 
ciées, en même temps que x et (— 21), On à 2x2 = 22 =—2%, el {2 est nul. On arrive 
ainsi aux quadriques spéciales annoncées. 
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gués par rapport à Q, ona 
(2) Bm;,z;+ B's; + C’m+ C=0 (=D, 1, Sy 915 


Si B, B', C’, C ne sont pas nulles toutes quatre, cette relation 
exprime que (a, a,), (b, b,), (c, ¢,), (d, d,) se correspondent dans” 
une homographie entre les points de A et ceux de A’; dans ce cas, les 
droites (aa), (bb, ), (cc,), (dd,) ou, ce qui revient au même, AA,, 
BB,, CC,, DD, seraient génératrices d'une même semi-quadrique ; or 
nous avons démontré, au début de ce travail, que ceci ne peut arriver 
pour un couple de Mobius, non dégénéré; donc c’est l’hypothèse 
B= B'— C'— C— 0 qui est réalisée, et cela exprime que A et A’ sont 
conjuguées par rapport à Q. 

En passant, nous avons démontré un théorème intéressant : soit 
une quadrique g et deux génératrices A, A’ de même système de g; 
appelons segments de q relatifs à A, A’ les segments découpés par A, 
A’ sur les génératrices de système opposé ; toute quadrique Q qui divise 
harmoniquement trois segments les divise tous harmoniquement. Si Q,, 
Q:, Q;, Q,, Q;, Q sont six quadriques linéairement distinctes du 
système æ° des quadriques admettant A et A’ pour couple conjugué, 
les quadriques Q qui divisent harmoniquement tous les segments en 
jeu décrivent le système linéaire o°, 


i 6 


AQ, ate AQ, ak AsQs a AQ, ra À5Q; + ÀQc + Hg —9; 


la proposition, qui vient d’être élucidée, revient à interpréter u £ 0 
et p= 0 : st quatre segments, dont les supports n’appartiennent pas à 
une même semi-quadrique sont partagés harmoniquement par deux 
droites A, A’, ces deux droites sont conjuguées par rapport à toutes les 
quadriques contenant les extrémités de ces segments, les quadriques en 
Jeu pouvant former soit un faisceau, soit un réseau. 

Nous avons vu que AB,, BA,, CD,, DC, appartiennent à une même 
quadrique ©, ; en permutant circulairement B, C, D sans toucher à A 
ni aux indices, nous avons ainsi trois quadriques 


ps (AB,, BA,, CD: DC, ), 
2 (AC, CA,, BD,, DC), 


(3) = 
2: (AD,, DA,, BC,, CB, ) 


COUPLES DE TÉTRAËDRES DE MOBIUS. 89 
La proposition fondamentale (') est que : 


Z,, 2, 2; appartiennent simultanément au système des quadriques 
cerconscrites à T, T, et au système des quadriques inscrites dans les faces 


de T, T, ; les trois quadriques en jeu sont deux à deux harmoniquement 
inscrites-circonscrites. 


La première partie est à peu près évidente (quand on a constaté 
que AB,, BA,, CD,, DC, sont sur une même quadrique &, ), car nous 
formons sans peine le tableau des droites communes à chacun des 
plans du couple T, T, et aux quadriques X,, 2,, .. 


A, B,CD, A,B,€,D 


CD,; A,B, 


Le premier tableau exige seulement la détermination des droites 
relatives à X, ; on permute ensuite circulairement B, C, D sans toucher 
à A, ni aux indices; le second tableau se déduit du premier en échan- 
geant les indices o et 1 relatifs aux lettres A, B, C, D. 

Pour démontrer que Ë, et 2, sont harmoniquement inscrites-circons- 
crites, il suffit d’appliquer le critérium indiqué au paragraphe précé- 
dent: on part de la génératrice AB, de %,, et l’on forme les deux 


(1) J'avais trouvé, par les remarques du paragraphe 2, les quadriques 21, £:, 23, mais 
c’est M. Rowe qui, indépendamment de moi, les avait imaginées comme communes aux 
deux systèmes, ponctuel ou tangentiel, déterminés par T, Ti. Je suis ensuite arrivé, grace 
aux propriétés rappelées au paragraphe 4, à montrer que 24, 22, Z3 sont deux à deux 
harmoniquement circonscrites-inscrites. 
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quadrilatères gauches 


AB;; B,D; DC: C, A | AB;; B,D,; D; CG: GA | 


dont les côtés appartiennent alternativement à £, et £, (un moyen 
mnémonique simple est de former le quadrilatère pLan AB,D,C, dont 
les côtés sont alternativement sur », et X, ; on change l'indice 1 de D, 
ou C, en l’indice zéro, et l’on obtient les deux quadrilatéres gauches 
annoncés); comme les diagonales AD, AD, ne rencontrent ni A, ni 4’, 
le couple de droites, conjuguées simultanément par rapport à X, et X, 
qui doit étre utilisé pour compléter Vindication « harmoniquement 
inscrites-circonscrites » est précisément A, A’; (l'unique droite issue 
de A, rencontrant A et A’, est en effet AA, ). 

Ë,, Ë, ont un tétraèdre conjugué commun (¢,,), dont deux arêtes 
opposées, sont A, A’; A, D se correspondent dans une tnvolution biaxiale 
dont les directrices sont deux arêtes opposées (d,,,d,,) de t,, autres 
que A, A’ et À, D, dans Vinvolution biaxiale relative au dernier couple 
d’arétes opposées (6,5, 6,,). La permutation circulaire déjà utilisée 
donne de même les involutions biaxiales (4,,, d',, ) où A, B se corres- 
pondent, de même (6,;, 6,,,) avec A, B,, puis (d,,, d',,) avec A, C 
et (231, 0,,) avec A, C,. On a ainsi obtenu sept involutions biaxiales 
échangeant un quelconque des huit sommets successivement avec chacun 
des sept autres. 

Nous formons le tableau complet de ces échanges : 


ACTE Bath CNT IE 
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Il suffit d’un peu de patience pour former ce tableau; abstraction 
faite de la colonne portant les noms des directrices des involutions, la 
partie de droite du tableau (a partir du trait qui sépare D et A,) se 
déduit de la partie de gauche en remplaçant chaque lettre par la même 
lettre, mais avec l'indice différent. De même, si l’on néglige les deux 
premières lignes, les trois premières lignes restantes donnent les trois 
dernières par échange des indices. 

En vertu des théorèmes bien connus sur la composition des invo- 
lutions biaxiales, la composition de deux quelconques des involutions 


biaxiales 
(AA’), (ds, dy). (0255 Sng) 


équivaut à celle qui a été laissée de côté, puisque les directrices 
forment le tétraèdre conjugué commun à &, et Z,; même résultat pour 
(AA), (ds, UPPER (das 0, ) 


ou 
(AA), (dis, dy (Ojo, dy). 


Nous avons ainsi indiqué le résultat de la composition de (A, A’) 
avec l’une des six autres. 

Composons maintenant (d.,, d,,) avec Eh d',,); nous avons les 
échanges suecessifs suivants (inutile, en vertu de la remarque sur les 
indices de compléter par les échanges sur A,, B,, C,, D, ) 


ABC "D 
CHDeSAr D 
BAT 


Nous constatons que 


(du, dis) (dis, di») = (ds, da). 


Les directrices d;; en jeu ne forment pas un tétraèdre, puisque 
toutes rencontrent A et A’. 


Donc, les directrices de ces trois involutions sont génératrices d'une 
méme semi-quadrique, les trois couples de directrices se divisant deux 
à deux harmoniquement et (A, A’) appartiennent à la semi-quadrique 


complémentaire. 
. at AU aN ou § 4 
De même. si nous composons (2315 2,,) et (412, 2,,). nous obtenons 
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(das, d,,) et la même conclusion sur les directrices: on a obtenu cette 
fois les échanges 


OT RL ee 1 
Cy D, A, B, ï 
Bar Das 


De la sorte, dans l’identité symbolique 
(dos, dus) (dary d'y) (12, dis) =1, 


qui exprime que la composition des trois transformations équivaut à 
la transformation identique, on peut laisser un facteur inchangé, et, 
dans les deux autres, introduire les lettres grecques; nous avons ainst 
indiqué le résultat de la composition de deux quelconques des six der- 
nières involutions : c’est encore une involution de cet ensemble. Nous 
avons ainsi obtenu quatre semi-quadriques, appartenant à la congruence 
linéaire d’axes A, A’ 


(go) | (dus, dus) (ds1, ds) (dia; dis); 
(41) (dos; dus) (Sa, 034) (S12, Ja) 5 
(g2) (dos, 053) (du, days) (dre, da); 
(ga) (das, 055) (durs ya) (dis Ayo). 


Deux à deux les quatre quadriques supports ont quatre droites communes ; 
les six génératrices situées sur une même ligne se divisent harmoni- 
quement par couples ; le couple (A, A') est commun aux quadriques 
supports. 

On voit aussitôt que le tétraedre ABCD est conjugué par rapport 
à (qo), et A,B,C,D, aussi; il suffit de remarquer que, par les invo- 
lutions biaxiales (d,,, d,,), (ds1, d',,), (dia, d,,), A devient B ou C 
ou D; méme raison pour A,B,C,D,; de méme, ABC,D, et A,B,CD sont 
conjugués chacun par rapport à (q,), puis AB,CD,, A,BC,D par 
rapport à (g:), et AB,C,D et A,BCD, par rapport 4(q;): nous avons 
ainsi retrouvé nos quatre couples simultanés de Mobius et les quadriques 
Par rapport auxquelles les deux tétraèdres de chaque couple sont, chacun, 
conjugués. On peut remarquer qu’au point de vue du problème des 
quatre tétraédres deux à deux en position de Mobius, le tétraèdre ABCD 
est bien conjugué par rapport à q,, et ensuite que les couples (d,., di) 
(ds1, d,,), (dis, d,,,) offrent sur g, la configuration exigée, mais que 
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transformés de ABCD sont BADC, CDAB, DCBA, de sorte que nous 
avons ainsi une solution dégénérée de ce probleme. 

_ On remarquera que %, est sa propre polaire réciproque par rapport 
à qo, car les génératrices AB et CD de », s’échangent, ainsi que A,B, 
et C,D,; d’autre part, AB, considérée comme joignant A et B, est rem- 
placée par la droite commune aux deux plans (A, BCD) et (BA,C,D,), 
c’est-à-dire par A,B; de même C,D et CD, s echangent. On constate de 
même que ,, X; s’échangent chacune en elle-même dans la polarité g, ; 
par raison de symétrie, chaque quadrique %, s’échange en elle-méme 
dans la polarité q;; il était évident a priori que la polarité g;, échan- 
geant chaque sommet du couple T, T, avec une face du même couple, 
les trois quadriques &,, X,, Ë, se retrouvaient dans leur ensemble, mais 
il était nécessaire de vérifier que chacune se retrouve zsolément. Nous 
savions déjà, puisque A, A’ sont génératrices de g; et conjuguées par 
rapport à Z;, que g;, 2; sont harmoniquement inscrites-circonscrites, 
relativement au couple A, A; la transformation de X; en elle-même par 
la polarité g; exige que 2; et q; aient quatre génératrices communes; 
d’ailleurs, une autre raison est que q,, par exemple, contient deux 
couples de même système (d;,, d,,), (dis, d',), tous deux conjugués 
par rapport à À, : or, les couples de 4, conjugués (dans un système) 
par rapport à Z, forment une involution, les génératrices de chaque 
couple étant conjuguées par rapport aux génératrices de ce système 
communes aX, et q, : ces génératrices communes, ict, sont donc d,,, d,.. 
Nous formons, par le même procédé, les génératrices (de système 
opposé à A, A’ sur les g;) communes aux £; et aux g; 


O15 dvs ies a. 


Nous pouvons maintenant donner la forme réduite des équations 
de X,, Z,, ©, quand on prend un tétraédre de référence, tel que A soit 
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(æ—y—=0o), et A’ (s =t=0). L’équation de Z; est de la forme 


A, a? + Buy? + Cis? + DPF + 2E;xy + 2Fist — 0, 


et les équations de conditions sont 


Ub i as Pa Al Hi is ak ay 
A;By+ AjBi— 2E;E;— 0, CD;+ C;D;— 2F;F;= 0. 


Elles concernent séparément (A;, B;) et les (C;, D;), de sorte que 
les substitutions w=AX+pY, y=\X+UY, z=pZ+oT, 
t=o'Z+o'T qui concernent aussi séparément les (x, y) et les 
(3,1) permettent de ramener les trinomes A;2?+ B,y? + 2Ejxy et 
C;3° + Dt? + 2F;zt séparément à leurs formes réduites ; on peut 
donc prendre dans un ordre quelconque x? + y*, x —y*, xy (à un 
facteur numérique près), et de même 3? + 2? = 0, 3° — 1?, st. On peut 
done supposer, en mettant en évidence les équations : ponctuelles et 
tangentielles 


YH e+ y+ 2+ Ce, >, = u2+ o2+ w+ he; 
(4) 2, = 2?— y+ m(s?— 28), >, = m(u?— v2) + (w*— 7°); 
2,=2ry-+nst, 2, = nus + wh. 


(Ce qui a été dit sur l’ordre des trinomes 2? + y°, x*— y*, ©y prouve 
que l’on pourrait prendre pour équations réduites, par exemple, 


L + y*-+ st, xz— y°+ m(s?*+ 2), zy + n(s° — (). 


mais ce serait manifestement une mauvaise réduction.) 
Les quadriques 4, qi, 42, 7; sont définies par les équations 


(5) a+ yt=0, æz — yt=0, a+ yz=0, æt— yz=0, 


qu'on obtient sans peine, ces quadriques devant contenir A, A’ et les 
axes, convenablement associés des involutions annoncées; X,, >, 


donnent(æ—3—0),(y=t—=0o) et(tæ=t=0), (y=3:)—o,eten 
écrivant | | 


2 =(xz+iy) (x—iy) +(s+it) (z—it), 
(3; = (a+ ty)? —(a— ip} + (3 + it)? —(s — i. 


on a aisément les arêtes du tétraédre conjugué commun à &, et X, ; on 
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vérifie sans peine que X; se reproduit par polarité relativement à g,; 
les deux invariants homographiques de nos quatre couples de Mobius 
simultanés sont m, n (le total des 17 paramètres se retrouve en ajou- 
tant les 15 paramètres de l’homographie générale). On remarquera 
que les quatre quadriques qo, qi, 72, 7, forment un système qui ne 
possède aucun invariant, ce qui est assez évident a priori si l’on 
remarque que l’on a formé sur A trois couples de points se divisant 
deux à deux harmoniquement (système sans invariant), de même 
sur A’; ensuite, on joint trois points prélevés, un sur chaque couple 
de A, respectivement à un point de chaque couple de A’ convena- 
blement choisi, et l’on obtient ainsi une quadrique g;. A chaque 
SYSTÈME Jo, Vi, Jos Ja, Correspondent x systèmes X,, X,, %. non réduc- 
tibles entre eux par homographie. 


6. Couples de Mobius inscrits dans une biquadratique; couples de 
Mobius inscrits dans une quadrique, circonscrits à une autre. — Nous 
avons vu que le couple de Mobius général (T, T,) dépend de 17 para- 
mètres ; un dénombrement d’équations et d’inconnues effectué a priori 
nous eût donné 24 inconnues et 8 conditions; or, il reste 17 para- 
mètres, donc les équations de condition se réduisent à 7 distinctes. 

Au lieu de placer un couple de Mobius dans un espace à trois dimen- 
sions, cherchons à le placer de sorte que ses sommets soient sur une 
quadrique Q donnée: il y a 16 inconnues et 8 équations; or, il y a 
10 arbitraires, de sorte que les équations de condition se réduisent 
à 6. En effet, prenons A, B, C, D arbitrairement (8 paramètres) sur Q; 
tracons dans le plan BCD la droite arbitraire, dont il a été question au 
paragraphe {, qui coupe CD, DB, BC en b, c, d; les droites Ab, Ac, Ad 
recoupent Q en B,, C,, D,, et la connaissance de A, B, C, D, B,, €,, D, 
permet, comme nous avons dit, de trouver A,, qui est d’ailleurs le 
huitième point commun à toutes les quadriques passant par A, B, C, D, 
B,, C,, D,; les deux paramètres employés pour tracer bed, complètent 
les ro paramètres annoncés. On aurait d’ailleurs pu dire : un système 
(T, T,, Q) dépend de 19 paramètres (17 pour le couple T, T,, puis 2 
pour Q); on peut compter autrement : il y ag paramètres pour Q, 
donc il reste 10 paramètres pour les couples inscrits dans Q. 

Nous allons maintenant passer aux deux problèmes énoncés en 


Ann. Éc. Norm., (3), LVI. — Fase. 2. 13 
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titre de ce paragraphe : le premier consiste a trouver un couple de 
Mobius dont les sommets soient à la fois sur Q et Q’ (c’est-à-dire sur 
la biquadratique @ commune à Q, Q’); le second à trouver un couple 
de Mobius dont les sommets soient sur une quadrique Q donnée, et les 
faces soient tangentes à une quadrique Q, donnée. Pour les deux pro- 
blémes, le début est le même : un systeme (T, T,,Q, Q’) ou(T, T,, Q,0Q, ) 
dépend de 21 paramètres; si nous arrivons à (Q, Q’) ou (Q, Q,) par 
l'intermédiaire de T, T,, nous ne savons si ce système (Q, Q’) ou 
(Q, Q,) dépend de 18 paramètres ou d’un nombre moindre ; supposons 
que (Q, Q’) dépende de 18 — p’ paramètres, et(Q, Q,)de 18 — p, para- 
mètres; p’, p, sont des entiers positifs ou nuls provisoirement 
inconnus; en tous cas, une fois un tel système (Q, Q’) ou (Q, Q,) donné, 
satisfaisant aux p’ ou p,: conditions éventuelles, le système (T,T,) 
dépend de (3 +p’) ou (3 +p,) paramètres. Il est nécessaire de fair 
une discussion directe pour trouver la valeur de l’entier p' ou p, ; c'est 
cette détermination de l’entier analogue à p’ ou p, qui, pour beaucoup 
de problèmes de géométrie (polygones de Poncelet, -etc.), constitue 
une grosse difficulté ; et si l’entier n’est.pas nul, il faut encore expli- 
citer les conditions correspondantes. Or, pour le premier problème, 
nous avons vu par une discussion directe que p' est nul, puisque toute 
biquadratique possède trois séries, à trois paramètres chacune, de 
couples de Mobius inscrits. 

Pour le second problème, nous allons constater que l’entier p, est égal à 
Vunité. Il était nécessaire d’attirer l’attention sur cette différence, 

Nous avons dit qu’un couple de Mobius est accompagné de trois 
autres couples ; il est clair que les quatre couples sont simultanément 
solutions des problèmes posés ici, dès que l’un des couples est 
solution, puisque les sommets sont les mêmes et les faces aussi. 

Je rappelle maintenant divers résultats que M. Rowe et moi 
avons obtenus en collaboration, à propos des tétraèdres inscrits dans 
une quadrique Q, circonscrits à une quadrique Q, (Ann. de l’École 
Norm., 1934, t. 51, p. 153-191) : deux quadriques Q, Q, quelconques 
admettent w* tétraèdres de cette espèce : on peut choisir A arbitrairement 
sur Q (2 paramètres); le plan BCD passe alors obligatoirement par un 
certain point A,, homologue de A dans une homographie particu- 
liére H conservant les sommets du tétraèdre @ conjugué commun à Q 
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et Q,; ce plan est donc tangent au cône de sommet A, circonscrit 
à Q,; si nous choisissons ce plan P (1 paramètre), le cône à qui a 
pour sommet À et pour directrice la conique (Q, P) est capable de 
oo trièdres dont les faces touchent le cône 5, de sommet A circonscrit 
à Q,; le choix de ce trièdre représente le quatrième et dernier para- 
mètre propre à trouver T. 

Il existe un seul cas où l’'homographie (A, A,) est involutive : 
rapportons Q, Q, à leur tétraèdre conjugué commun (qui est unique, 
si Q etQ, ne sont tangentes en aucun point); les équations, ponctuelle 
de Q et tangentielle de Q,, sont 

Q Ar +By'+C:+D#—0; 
Q au + be+ cw?+ dio. 


Si l’on a la relation (E) 
(E) Aa+Bb=Cc+Da, 


le point A, est l’homologue de A dans l’involution biaxiale qui a pour 
axes les arêtes opposées A(a = y =0), A’(z =t=0) du tétraédre 
conjugué commun; ce point A, est encore sur Q; involution (A, A’) 
change ABCD en A,B,C,D,; le plan BCD contient A, et inversement le 
plan B,C,D, contient A; donc, le couple (ABCD, A,B,C,D,) est un 
couple de Mobius inscrit dans Q, circonscrit à Q, [car l’involution 
biaxiale (A, A’) change aussi Q, en elle-même]. Cette configuration 
(Q, Q,, T, T,) dépend de 21 paramétres('):17 pour Q, Q,, puis 4 
pour T, T,. 

Nous allons maintenant montrer par un raisonnement trés simple, 
mais un peu subtil, que nous avons ainsi trouvé la solution générale 
‘des couples de Mobius inscrits dans une quadrique Q, circonscrits à une 
autre quadrique Q,. 

Si l’on considère l’équation ponctuelle de Q, 


(:) Tous ces résultats sont dans le Mémoire cité, sauf la remarque que T et T; sont en 
relation de Môbius : à ce moment, M. Rowe ni moi ne songions aux couples de Môbius! 
Même remarque pour les couples inscrits dans une biquadratique et circonscrits à une 
quadrique (ou une développable de classe 4 et de genre 1). 
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on voit que l'équation Q—AQ, =o représente un cône pour À égal 
à a À, bB, cC, dD. Nous voulons démontrer le résultat suivant : 


Si la somme de deux racines convenablement choisies de l'équation 


en À relative au faisceau ponctuel Q—21Q,=0 n'est pas égale à la 
somme des deux autres, les quadriques Q, Q, n’admettent aucun couple 
de Mobius de l’espéce indiquée. Si la relation en jeu a lieu, Q, Q, 
admettent «* couples de Mobius. 


En effet, les solutions (Q, Q,, T, T,), que nous venons d’obtenir en 
partant de deux quadriques vérifiant la condition (E), dépendent de 
21 paramètres; or le système (T, T,, Q, Q,) général, que l’on obtient 
en partant d’un couple T, T, de Mébius, et menant une quadrique Q 
par les huit sommets et une quadrique Q, tangente aux huit faces, 
dépend de 21 paramètres; si les quadriques Q, Q,, auxquelles on 
arrive ainsi, ne satisfaisaient pas à la relation E zdentiquement, c’est- 
à-dire quelles que soient les valeurs des 21 paramètres, tous les 
systèmes (Q, Q,, T, T,), pour lesquels on aurait E =o, dépendraient 
de 20 paramètres au plus : or, nous savons en fabriquer à 21 para- 
mètres, donc la relation est vérifiée. 

L’entier p, qui a été introduit plus haut se trouve donc égal à l’unité. 

Je donne, au paragraphe suivant, une démonstration dzrecte de 
l'existence de la relation E. 


7. Étude de deux quadriques l'une circonscrite à un couple de 
Mobius, l’autre inscrite. — J'ai démontré dans le travail actuel (indé- 
pendamment du Mémoire en collaboration avec M. Rowe), que la 
quadrique Q, générale, circonscrite au couple de Môbius général, et la 
quadrique Q,, générale, tangente aux faces de ce couple, ont leurs 
équations ponctuelle et tangentielle réductibles à la forme 

QU + ++) + fat pe m(s—e)] + As[zy + nst]=0; 


2 


pa (ut ¢? 


Hv A?) + pol mu? — F2) + gp? — h?| + pafaur + wh | =o 
Ces équations sont de la forme 


| O=Aa*+ By?+ Cs?+ De&e+ 2Ery + 2Fst=0; 


(1) 
| Qi = au® + be? + ew? + dh? + 2 eur + 2 fiwh =o. 


De 
bo 
— 
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Il s'agit de montrer que l’on a la relation 


Aa+ Bb+2Ee=Cce+Dd+oF f. 


La vérification ne présente aucune difficulté : mais, pour la rendre 
encore plus aisée, remarquons que si l'on a diverses quadriques Q, 
Q’, ..., Q, ... en nombre quelconque, définies ponctuellement, 
admettant A(x = y — 0), A'(3—1t—o)comme couple conjugué, puis 
d’autres quadriques Q,, Q’,..., Q, ..., définies tangentiellement, en 
nombre quelconque, admettent aussi A, A’ pour couple conjugué, et 
si, quels que soient z, j, la relation (24) appliquée à Q( et Q° est 
vérifiée, cette relation le sera encore pour les quadriques 


AQ + hQ +... +AQU+..., 
Q: + iQ, +... + pQV+..., 


en raison de ce fait, que (2) est linéaire par rapport aux coefficients 
ponctuels de Q( et tangentiels des Q‘”. Cette remarque permet d’éta- 
blir pour les quadriques qui admettent A, A’ pour couple conjugué, et 
par suite, dépendent de 5 paramètres, une théorie analogue à celle des 
quadriques harmoniquement circonscrites à d’autres quadriques, ces 
quadriques dépendant alors de 9 paramètres et non plus de 5 seu- 
lement. Plus haut, nous avons écrit 


QA 24+ Ae det Al, © Qo pr dit pode + psd, 


or à; et ©; pour : < j donnent la relation (2), avec cette particularité 
que les deux membres sont nuls (quadriques harmoniquement 
inscrites-circonscrites ); il reste donc à vérifier (') que &; et ¥,donnent 
cette relation (2); le calcul est aisé, car 4, donne 2— 2, Ë, donne 
2m=2met,, 2n=—2n. L'interprétation de (2) est facile à donner; 


(*) Cela revient à vérifier qu’une quadrique est Mobius-ment inscrite ou circonscrile à 
elle-même. C’est évident si l’on songe qu'un couple (T, Ti) de Mübius définit 3 qua- 
driques 24, X2, 2, qui lui sont inscrites ou circonscrites; le système (T, T1, &) dépend 
de 17 paramètres; or © dépend de 9 paramètres; donc à toute quadrique = sont attachés 
æ8 couples de Mübius inscrits et circonserits à £; on peut départager ces 8 paramètres 
ainsi: 4 pour obtenir le couple A, A’ et ensuite xt couples, comme dans le cas de 
deux quadriques Q, Q, distinctes, dont la première est Mübius-ment circonscrite à la 
seconde, relativement au couple conjugué A, A’. 
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l'équation ponctuelle de la seconde quadrique (1) est 


= bx*— 2exy + ay? s*— afet+ct _ 
Qe A pas had 

et l’équation Q — 2Q,=0 représente un cône si À satisfait à l’une des 

équations 

3 (AB — E*) (ab — e?) —A(Aa+ Bb + 2Ee) +2 =0; 

(3) (CD — F?)(cd—f)—2(Cc+Dd+2Ff) + =0. - 


On retrouve l'interprétation : la somme de deux racines (relatives aux 
cdnes dont les sommets sont sur A) est égale à la somme des deux racines 
restantes (cônes dont les sommets sont sur A’). 

Cette condition est nécessaire; elle est suffisante : si l’on admet les 
résultats du Mémoire en collaboration, déjà cité, c’est immédiat, 
puisque chaque tétraèdre ABCD, inscrit dans Q et circonserit à Q,, 
donne le tétraèdre A,B,C,D, qui s’en déduit par l’involution biaxiale 
(A, A’) et qui est en situation de Mébius avec le tétraédre de départ. 

I] est naturel de dire que Q est Môbius-ment circonscrite à Q, (ou que 
Q, est Môbius-ment inscrite dans Q), pour le couple A, A’. 

Il résulte des explications qui ont été données, que deux qua- 
driques Q, Q, harmoniquement inscrites-circonscrites sont aussi Môbius- 
ment inscrites et cérconscrites l’une à l’autre (relativement au couple 
d’arétes opposées du tétraèdre conjugué dont chaque aréte donne 
deux racines opposées de l’équation en À). 

Ilest intéressant de scruter un peu plus cette configuration(Q,Q,,T,T,) 
à 21 paramètres : NOUS pouvons supposer 


| Q + y +23 + 8% —0, 
6) AEA 5° 4” a+b=c+d. 
| SR b 


Nous supposons ab cd, de façon que Q et Q, n'aient pas quatre 
droites communes. Pour un couple (T, T,), nous avons d’une façon 
unique, le couple A(w=y =o), A'(:—1—o), le complexe C qui 
échange T en T, (fave pour sommet et vice versa), puis la quadrique q 
étudiée au paragraphe 2 : chaque point M de A est joint au point M’ ot 
le plan polaire de M par rapport à C coupe A’; MM’ engendre la qua- 
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_ drique g. Remarquons que Q et Q, nous fournissent o' couples (T, T, ), 
que chaque couple (T, T, ) nous fournit une quadrique q (et une seule), 
contenant A, A’. L'ensemble des quadriques contenant A et A’ est un 
système oo”; donc, que le total des quadriques q, obtenues par l’inter- 
médiaire des couples (T, T,), épuise l’ensemble a des quadriques 
contenant A, A’ ou n’en soit qu’une fraction, il y a nécessairement une 
infinité de couples (T,,I',) qui donnent la même quadrique q; étudions _ 
Pune de ces quadriques q : les tétraèdres T correspondants sont 
chacun conjugués par rapport à get, comme leurs faces sont tangentes 
à Q,, leurs sommets sont sur la quadrique Q’ polaire réciproque de Q, 
vis-a-vis de g; Q’ coupe Q, suivant quatre droites (puisque g et Q, sont 
harmoniquement circonscrites et inscrites l’une à l’autre), de sorte 
que Q' est distincte de Q; mais alors les sommets de T sont sur la biqua- 
_ dratique(Q, Q'); pour la méme raison, les faces de T sont tangentes à la 
développable (Q,, Q’,) en appelant Q\, la transformée de Q dans la pola- 
rité (q). Or, nous verrons plus bas qu’une biquadratique et une 
développable de classe 4 et genre 1, qui admettent des couples de 
Mobius, en admettent 0! exactement; donc chacune des «* quadriques 
contenant A, A’ fournit «' couples de Mobius relatifs à Q, Q, (et, parmi 
ces o* quadriques, il n’y en a aucune qui joue un rôle exceptionnel). 

_ Nous avons ainsi une meilleure spécialisation des 21 paramètres du 
système (Q, Q,,T, T,): 17 paramètres pour le couple Q, Q,, puis 
trois paramètres pour le choix de g (simplement assujettie à contenir A 
et A’), puis un paramètre pour le choix de (T, T,). 

Nous remarquerons que les «! tétraèdres T ou T, ainsi associés entre 
eux sont inscrits dans la biquadratique (Q, Q'), circonscrits à la dévelop- 
pable(Q,, Q ) et conjugués par rapport à q. [ Cette configuration formée 

de la biquadratique (Q, Q’) et de la développable (Q, Q°) dépend de 
18 paramètres et sera étudiée au paragraphe {U.] 


8. Couples de quadriques Q, Q, ayant en commun quatre géné- 
ratrices. — Deux quadriques Q, Q, ayant quatre génératrices com- 
munes admettent o? tétraèdres conjugués communs; les équations 
réduites sont 


Q te Yate EO, OQ, sate Ad aa — 90, 
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Les racines de l'équation en À du faisceau Q — AQ, =o sont a, b, a, b; 
on peut donc dire que l’on a un cas particulier de celui qui a été traité 
au paragraphe précédent (a+b =c +d); on apris c— a, d= 6 dans 


m2 


l'équation 2 + x + = + 2 =o. Mais les raisonnements faits pour 
montrer qu'il y a une infinité de couples de Mobius ne peuvent s'appliquer 
sans précaution. M. Rowe, dans le Mémoire déjà cité des Annales de 
l'École Normale Supérieure, a donné cette proposition, importante pour 
cette théorie, que, st deux quadriques Q, Q, ont en commun quatre droites, 
il existe (et nonplus x") tétraédres V inscrits dans Q ctrconscrits à Q, : 
on peut prendre arbitrairement le point A sur Q, puis le plan tangent 
à Q, qui doit porter le triangle BCD; on a engagé déjà 4 paramètres, 
et il reste un paramètre complémentaire pour le choix du triangle BCD. 
On peut encore dire que l’on choisit arbitrairement un plan tangent 
à Q,, puis, sur la section de Q par ce plan, les trois sommets B, C, D. 

Dans le cas actuel, si A, est le conjugué de A dans l’involution 
biaxiale d’axes A(x — y =o), A'(s =/=0), le plan BCD n’est plus 
astreint (quand on cherche simplement un tétraèdre T) à passer par A; 
mais (afin d'obtenir un couple T, V, ), imposons-lui l'obligation de passer 
en A,, ce qui ramène le nombre de paramètres à 4; ce plan coupe Q 
suivant une conique y, et le cone de sommet A et directrice y est 
capable de æ' triedres circonscrits au cône de même sommet A, 
circonscrit à Q,: il s’agit de montrer que les faces ADC, ACD, ABC 
passent par les points B,, C,, D, respectivement (DC, CD, DB sont les 
traces sur le plan de y des faces du triedre, et B,, C,, D, les homo- 
logues de B, C, D dans l’involution biaxiale A, A’). Supposons que 
nous ayons remplacé Q, par la quadrique 

“ti ME te 2 


Rigor! Pe. — 
“ b Mu + E Th: Dre ‘ 


? 


sans toucher à Q : on prend A sur Q, un plan BCD tangent à Q, et 
passant par A,; on construit le triangle BCD comme plus haut, et l’on 
vérifie par des calculs rationnels, indépendants de la valeur précise 
de €, que ADC, ACD, ABC passent respectivement par B,, C,, D,; la 
quantité ¢ ne se trouve jamais en dénominateur, et le résultat subsiste 
méme pour z= 0. Donc, nous obtenons bien oo tétraédres T inscrits 
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dans Q, circonscrits à Q,; l’involution biaxiale (A, A’) change Ten un 
tétraèdre T, (A,B,C,D, ) encore inscrit dans Q, circonserit à Q,; A, est 
dans le plan BCD (et de mémeB,,C,, D,,.. .); par l’involution (A, A’), 
on voit que A (transformé de A, ) est dans le plan B,C,D, (transformé 
de BCD); donc les deux tétraèdres T, T, sont en situation de Mobius; 
le tétraédre conjugué adopté ict donne a couples de cette espéce. Or la 
transformation de coordonnées (ec =+1, 7» =+1) 

x= X cose — Zsina. ez = X sinœ + Zcosa, 
(1) ¥=Y cos -- Tsinf, nt=Ysin6 + T cos 
ne change pas les formes d’équations de Q, Q,, mais remplace (A, A’) 
par les droites A,(X = Y =o), A\(Z=T =o) distinctes de A, A’, de 
sorte que nous pouvons recommencer o” fois l’opération indiquée, 
et nous obtenons «* couples de Môbius. | Remarquons quea+b=c+d 


a été obtenue en prenant a —c, b—d; on aurait pu dire que l’on a 
aussi a + d = b + c et raisonner sur les axes æ—t—0, y —:—0; 
OP pour &== 0,0 — =, les formules (1) donnent précisément ces 
nouveaux axes, de sorte qu’il suffit bien des formules (1) pour épuiser 
tous les cas. 

Nous pouvons maintenant, comme au paragraphe précédent, envi- 
sager pour chaque couple (T, T, ) de Mébius la quadrique g, contenant 
A,, A\, par rapport à laquelle T est conjugué et T, aussi; il n’existe 
que æ° quadriques de cette espèce (x? droites A,, A, et «° quadriques 
pour chaque système A,, A’); en général, la quadrique Q,, transformée 
par polarité de Q relativement a q, est distincte de Q,, et de même Q’, 
transformée de Q,, distincte de Q, de sorte que æ" couples T, T’ donnent 
une même quadrique q : ces couples ont leurs sommets sur la biquadra- 
tique (Q, Q') et leurs faces tangentes à la développable (Q,, Q,). Cette 
biquadratique et cette développable offrent la configuration déjà 
signalée une première fois, qui sera étudiée au paragraphe 10. 

Si l’on éerit l'équation ponctuelle de la quadrique q, 

{ By: + B'2x + Cat + C'yt=0, 


on trouve pour équation tangentielle de Q,, 
108: u2(B?+ C*) + #°(B2+ C?) — aus (BB'+ CC’) 
(27) Qc C2) +R (B2+ BY) — 241 B+ B’C) = 0 


Ann. Ec. Norm., (3), LVI. — Fase. 2. 1G 


104 BERTRAND GAMBIER. 


et cette quadrique Q' ne coincide avec Q, [définie tangentiellement 
par a(u? + #*) + b(h? +6?) =o] que si l'on a B—C—o, B'— Vb, 
C' = Va, les déterminations des radicaux étant arbitraires. Considérons 
donc cette quadrique particulière d'équations ponctuelle ou tangentielle 


a z b = ae Es 
q zæ|/2+rt=e, uw / 7 228 


Il s’agit de montrer ici que, contrairement aux résultats du para- 
graphe précédent, cette quadrique joue un rôle exceptionnel; la 
substitution (1) déduit de g une double infinité de quadriques, elles 
aussi exceptionnelles. 

La quadrique Q est harmoniquement circonscrite et circonscrite 
à (g); (puisque g contient le couple A, A’ conjugué par rapport à Q); 
il existe 0° tétraèdres T inscrits dans Q, conjugués par rapport à q : les. 
trans formés T, de ces tétraèdres dans l'involution biaxiale (A, A’) sont 
inscrits aussi dans Q, conjugués par rapport à q et en position de Mobius 
avec T; les faces de ces couples T, T, sont tangentes à Q,; le changement 
de coordonnées (1) déduit de ces æ* couples un ensemble æ° de couples 
de Mobius qui se séparent de l'ensemble total «°, de même que l’ensemble 
des «* quadriques q se sépare de l’ensemble des x quadriques q. La 
quadrique explicitée q donne, avec Q ou Q,, une courbe d’intersection 
ou une développable commune indécomposable : les faces du tétraèdre 


conjugué aux trois quadriques Q, Q,, g ont pour équation æ + 3 —0, 
Ya CSO, 


= A a : rs 
En changeant le signe de V# nous avons une autre quadrique g, 


et par suite, nous avons en réalité deux familles æ° de couples de 
Mobius se séparant de l’ensemble oo° relatif à Q et Q,. Naturellement, 


nous aurions pu expliciter une quadrique g pour laquelle le tétraèdre 
conjugué commun est le tétraèdre a = 0, y —0, 3—0,t—0:0ona 


ainsi la quadrique 
s b. 9 9 
(a? — 5°) Seine 0! 
a 


Cette fois, la droite a—=es, y= yt (e=+1,4=+1)a pour conju- 
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guée relativement à QouQ, la droitex+ez— 0, y + nt—0o, de sorte 
que le couple (A, A’) est alors, soit 


A Ame), A’ (æ——:,7——t), 
soit 
BE ey =) MP Ae = ss yep 


Mais, comme on doit ensuite employer le changement de coor- 
données (1), peu importe l’échantillon type adopté pour gq. 


9. Couples de Mobius inscrits dans une biquadratique (3 et circons- 
crits à une quadrique Q,. — D'après ce qui précède, une condition 
nécessatre pour l'existence de pareils couples est qu'un couple d’arétes 
opposées A, A’ du tétraèdre conjugué © commun au faisceau de qua- 
driques issues de G soit conjugué aussi par rapport à Q, et que, relati- 
vement à ce couple A, A’, la quadrique Q, soit Môbius-ment inscrite à 
toutes ces quadriques issues de G. 

Si donc nous définissons @ par deux quadriques 


Q Aa’?+By?+Cs*+ D&=0, 
Q’ A’a?+ By?+ C’s?+ D’f =o, 
et Q, par l’équation 


Q, au*?+ br? + 2eup +cw+ dh?+ 2fvh =o, 


on a les relations nécessatres 


(a) Aa+ Bb=Cc+ Dd, A’a+B/b=C'c--D'd. 


Nous allons voir que ces conditions sont suffisantes. Nous allons 
d’abord opérer quelques simplifications : nous pouvons supposer que 
les quadriques Q et Q’ sont précisément les deux quadriques harmo- 
niquement inscrites-circonscrites entre elles, relatives au couple A, A’, 
qui sont issues de @. 

On a done 


Q #+y7+3+F=0, OQ’. x — 7? -+ m(st— fF) So. 
| Q au?+ by? + 2eue + ew? + dh? + 2fiwh =o, 


(2) 


(3) a+b=c+d, a—b=m(c—a). 
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D'autre part, nous avons déjà fait remarquer que l’équation en A, 
relative à Q, (que l’on définira ponctuellement), et à la quadrique Q 


Q Azx!+By°+C:+ De 2Exy +2Fst=0, 


se décompose en deux équations [formules (3) du paragraphe 7] 


| (AB — E?) (ab — e?) — A (Aa+Bb+2Ee)-+}—o; 
| (CD — F*) (ed — ft) — (Co + Dd 4+ aFf)+ =o. 


Par suite, si l’on désire que Q et Q, aient quatre droites communes 
formant un quadrilatére gauche dont les côtés rencontrent les arêtes 
du tétraédre de référence autres que A et A’, nous devons avoir coinci- 
dence des deux trinomes précédents en A, d’où 

( Na+ Bb+2Ee=Ce+ Dd-+ aF f; 


if 
% | (AB—E*) (ab — e*) = (CD — F*) (ed — f*). 


Prenons pour Q la quadrique Q— :Q'; la première équation (4) 
est satisfaite automatiquement, en vertu de (3), et la seconde devient 


(5) (1—pt}(ab—e)—=(1— me) (ed — f?). 


Il existe donc deux quadriques, en général distinctes, Q — bQ'— 0, 
Q+¢Q’=0 du faisceau ponctuel issu de G, coupées chacune suivant 
quatre droites par la quadrique Q,, dès que Q, est Môbius-ment inscrite 
dans les quadriques issues de . Nous appliquons maintenant de nouveau 
la proposition fondamentale de M. Rowe (énoncée dans notre Mémoire 
commun déjà cité): un plan tangent x quelconque de Q, coupe 
Q—¢Q'’=0 suivant une conique y; on inscrit dans Y un triangle quel- 
conque BCD et les plans tangents à Q,, autres que 7, issus de CD, DB, 
BC se recoupent en un point A situé sur Q — oQ’. Or, ce plan x coupe 
Q + ¢Q'=o suivant une conique y’; les deux coniques y, y’ se coupent 
en quatre points que nous appelons B,C, D, A,. Le lemme de M. Rowe 
s'applique aussi bien à Q + 0Q’ qu'à Q— 0Q’, et en éliminant un des 
quatre points A,, B, C, D, nous formons des tétraèdres ABCD, 
A,B,CD, A,BC,D, A, BCD, dont le quatrième sommet A, B,,C,, D, est 
sur Q—oQ, et Q+0Q’, donc sur @; ces quatre tétraédres sont 
inscrits dans @, circonscrits à Q, ; les faces BCD, ACD, ABD, ABC du 
premier passent par les homologues de A, B, C, D dans l’inyolution 
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biaxiale (A, A’) [en vertu des relations (3)]; comme cette involution 
change @ en elle-mème, Vhomologue de A est sur @ et dans le 
plan BCD : c’est le point A, déja nommé; pour chacun des oo” plans 


tangents a Q,, nous avons ainsi trouvé quatre couples de Môbius 
simultanés 
ABCD ABC,D, AB,CD, AB,C,D 


A,B,G,D, A,B,CD A,BC,D A,BCD, 


inscrits dans @, circonscrits à Q, : i existe a? couples de Mobius. 

Une façon synthétique de présenter le résultat est la suivante (') : 
on choisit une quadrique Q, (g paramètres), puis deux quadriques Q, Q' 
coupant chacune Q, suivant quatre droites; Q et Q’ dépendent chacune de 
5 paramètres; ensuite, le couple de Mobius (T, T, ) dépend de 2 para- 
mètres; on a retrouvé le total des 21 paramètres pour (@, Q,, T, T,): 
g9+5+5+2=—21. 

Nous pouvons maintenant envisager encore la quadrique g par 
rapport à laquelle chaque tétraèdre T, T, est conjugué ; il y a «0? couples 
(T, T, ); les faces du couple T, T, sont tangentes aux quadriques 6,, 5° 
réciproques de Q, Q’ vis-à-vis de 4, et en général Q,, o,, 5, n’appar- 
tiennent pas à un même faisceau tangentiel, de sorte qu’il n’y a que 
huit plans tangents simultanés à Q,, o,,¢,, et ce sont les faces de T,T,; 
il revient au même de prendre la réciproque co de Q, par rapport à q; 
cette quadrique © n'appartient pas au faisceau linéaire issu de @; 
on trouve donc «7 quadriques q différentes, correspondant chacune à un 
couple de Mobius, comprises dans le système x" issu de A, A’. Voici 
comment on les détermine; nous écrirons 


g = By: + B'2x + Cat + C’ yt; 
g,= (B?+ Cu + (B+ C)r+ (C?+ Cat (B? +B”) hk? 
(6) — 2(BB’ + CC’)us — 2(BC' + B/C)wh=o, 
= m(C?— B*) u? + m(C— B°)r+ 2m(BB'— CC’) ue 
(G2 —-O2\¢72 2" B2— Be) 22 (BC — BO YA — Oo. 


(1) Si une quadrique Q; coupe deux quadriques Q, Q’ chacune suivant quatre droites, 
il résulte des propriétés énoncées au paragraphe 4, qu'il existe un couple de deux 
droites A, A’ conjuguées simultanément par rapport à Qi, Q, 0, et les résultats qui 
viennent d'être établis dans le paragraphe 9 actuel, montrent que Q, est Mübius-ment 
inscrite dans toutes les quadriques du faisceau (Q, Q'). 


8 
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On constate sans peine que l’équation de condition 


(Aa. B+ C?— B#— C?= m(C?+ C— B*— B’*) 


exprime que 5, est Môbius-ment inscrite dans Q' et aussi que a, est 
Mobius-ment inscrite dans Q : cette relation (7) définit donc les 
oo” quadriques g annoncées (le point B, B’, C, C’ d’un espace auxiliaire 
à trois dimensions décrit une quadrique); nous pouvons remarquer 
que, jusqu'ici la quadrique Q, n’a joué aucun role dans la détermi- 
nation des quadriques q (la quadrique g est harmoniquement inscrite- 
circonscrite à Q ou Q’, de sorte que c, coupe Q suivant quatre droites, 
a, coupe Q’ suivant quatre droites). Nous n’avons fait qu’expliciter ce 
théorème : une biquadratique ® contient, pour un couple A, A’ d’arétes 
opvosées du tétraèdre © conjugué aux quadriques issues de G, x* couples 
de Mobius inscrits dans @; cet ensemble &° se décompose en x familles ; 
chaque famille comprend «' couples, tous conjugués par rapport à une 
méme quadrique q, inscrits dans G et circonscrits à la développable @ 
réciproque de @& par rapport à q. Cet ensemble (@, q, @) avec les 
æ' couples de Mobius a été signalé aux paragraphes 7 et 8, et nous le 
retrouverons au paragraphe 10. 

Voici maintenant où va intervenir Q,: nous allons exprimer que 
Q,, 5,, 9, appartiennent à un même faisceau tangentiel, ou ce qui 
revient au même, que Q, Q’, o appartiennent à un même faisceau 
ponctuel; Q, et 5 se coupent suivant quatre droites, puisque q est 
harmoniquement inscrite-circonscrite à Q, ; mais alors c est l’une des 


. deux quadriques Q — 2Q'-= 0, Q + ¢Q’ = 0 trouvées plus haut: nous 
avons supposé 


ab—e—(cd—f"), ab—ce— m*(cd — f°), 


tous deux non nuls, de sorte que Q — 0Q’, Q + 0 Q' soient distinctes ; 
prenons Q = Q— Q’; nous avons vu, au paragraphe 9, qu'il existe 
deux quadriques, contenant A, A’, transformant par polarité QenQ,; 
q étant l’une d’elles, il existe oo! couples de Mobius inscrits dans la 
développable @ et conjugués par rapport à g; leurs sommets sont 


sur Q — eQ’, donc leurs faces sont tangentes a Q, (et même d’une façon 
plus précise à la développable réciproque de @ par rapport à cette 
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quadrique q). L'ensemble de ces «' couples de Môbius se sépare ainsi 
du total des æ°? couples relatifs à @ et Q, ; Q — eQ’ donne deux déter- 
minations de 7; Q + 0Q’ donne de même deux quadriques de même 
définition, de sorte que nous avons isolé quatre familles de «© couples 
de Môbius exceptionnels, tous les couples de la famille correspondant à 
une même quadrique q exceptionnelle. 

Nous avons donc obtenu une configuration (@, Q,) dépendant de 
19 paramètres : G dépend de 16 paramètres (15 pour l’homographie 
générale, ensuite m); puis Q, admet A, A’ pour couple conjugué et est 
harmoniquement inscrite aux quadriques du faisceau issu de @; elle 
dépend de 3 paramètres [six quantités homogènes, a, b, c, d, e, f 
liées par les deux équations (3) qui permettraient de tout expliciter 
au moyen dec, d, e, f |. Mais nous devons signaler une dégénérescence 
à 18 paramètres correspondant au cas où Q—pQ', Q+bQ' se 
confondent en une seule quadrique, qui est Q(o =0) ou Q'(o = 2). 
Nous pouvons, en raison de la symétrie entre Q et Q’, supposer o = oet 


(7) ab -- = cd — f?. 


Notre raisonnement, pour établir l’existence des 2° couples, est en 
défaut si on l’applique brutalement, puisque les deux quadriques 
Q— 0Q’ =0,Q+ eQ’ = 0 sont cette fois confondues. Mais il subsiste 
évidemment a la limite; nous pouvons imaginer une quadrique Q, 
fixe contenant æ' quadrilatéres gauches dépendant d'un paramètre 7, 
variant d’une façon continue avec A; à chaque quadrilatére À, on peut 
associer une quadrique Q(A) contenant ce quadrilatère; dans ces 
conditions, la biquadratique @(A, A’), intersection de Q(2), Q(X’) 
admet, avec Q,, 2” couples de Môbius; cela est vrai pour À, A’ quel- 
conques ; si À reste fixé, et si A’ tend vers À, la biquadratique en jeu 
tend vers la caractéristique de Q(/), et la série des +? couples fournis 
par Q(A) et Q(A’) tend vers une série oc” de couples inscrits dans la 
caractéristique de Q(A) et circonscrits à Q,. La relation ab—c* =cd—/” 
abaisse d’une unité le nombre de paramètres pour (G, Q,); ce nombre 
devient 18 au lieu de 19. Chacun des «©? couples (T, T, ) fournit une 
quadrique q distincte de celle relative aux autres couples, Bscepuon 
faite pour deux familles de æ' couples chacune, correspondant à 
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l'une ou l’autre des deux quadriques qui échangent Q en Q, par 
polarité. 

Le casm—+1 est un cas de dégénérescence : en échangeant au 
besoin 3 avec t, on peut se borner à m—1; la biquadratique Q, Q 
dégénère en quatre droites ; les relationsa+b—c+d,a—b FRA d 
montrent que l’on a a —c, b=d; Q, a pour équation tangentielle 


Q: a(u?+ ww?) + b(et+ h?) + 2euv + 2fwh=o. 


L’équation en o est (1— 9”) (e? —f?) = 0. 
Si donc e? — f? n’est pas nul, 9 est égal a +1; on a alors 


O| 


=Q = Q"=302+ 8), °Q'=QrQ'—a(zt +5); 

la quadrique Q, est tangente aux plans de deux côtés consécutifs 
quelconques du quadrilatère commun à Q et Q'; si donc nous appe- 
lons G, y, G,, y, les côtés de ce quadrilatère, nous devons le couper 
par un plan tangent quelconque de Q,, soit +; appelons A,, B, C, D les 
points ainsi donnés par x sur G, y, G,, y, respectivement ; nous 
menons par BC le plan tangent à Q, autre que 7, c’est le plan (yG, ); 
de même CD donne (G,y,); le plan autre que z, tangent à Q,, issu 
de BD, recoupe G, en un point A, qui est le correspondant de A, dans 
involution biaxiale (A, A’): dans cette involution, Gs’échange avec G, 
et y avec y,; on voit que les faces ABC ou (G,y) et ACD ou (G,y,) sont 
fixes; le tétraèdre A,B,C,D, complétant le couple de Mébius s’obtient 
immédiatement par l'involution (A, A’) et a comme faces fixes (Gy, ) 
et (Gy); on peut dire qu’il y a deux séries æ* de couples : ceux que 
nous venons de former, caractérisés par la propriété que G, ou G soit 
le support d'une aréte, et ceux pour lesquels y ou y, est le support 
d’une aréte. Ici chaque couple (T, T,) donne une quadrique gq diffé- 
rente; les quatre familles oo' de couples (T, T,) disparaissent, 
puisque Q, ne peut, par polarité, devenir l’une des quadriques Q ou Q’ 
dégénérée en deux plans; la relation (6) se simplifie : nous avons 
supposé m=r1, on trouve donc B?=C? tout simplement, de sorte 
qu'il y a deux séries oo” de quadriques q 


B(y3— ext) + Bisxa+C'yt=0, 
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ce qui se conçoit, puisque les æ° couples (T, T,) se sont eux-mêmes 
séparés en deux familles æ?. 

Le cas e — +f est encore un cas de dégénérescence plus parti- 
culier : si l’on prend e = /, la quadrique Q, a pour équation ponctuelle 
(on a a —b, c — d, comme on l’a vu) 

DL +2) + a(y?-+ 8) — 2e(xy + st) =0, 


elle contient les deux côtés opposés x == iz, y — sit du quadrilatère 
gauche commun à Q et Q’; l'une des familles de «? couples de Mobius 
donne des tétraédres ayant chacun une aréte sur une droite commune 
à Q, Q’ et Q,; mais ces dégénérescences n’ont rien de fondamental, ce 
sont de simples objets de curiosité. 

On remarquera enfin que, par dualité, les résultats de ce paragraphe 
s’appliqueraient aux couples de Mobius qui sont inscrits dans une qua- 
drique et dont les faces envelovpent une développable de classe 4 et 
genre 1. 


10. Couples de Mobius inscrits dans une biquadratique @ et 
circonscrits à une développable de genre 1 et classe 4, @. — Nous 
définissons la biquadratique @ par les deux quadriques remarquables 
Q, Q’ harmoniquement circonscrites et inscrites l’une à l’autre, rela- 
tives au couple A(æ—7y—o), A’'(z=t=0) du tétraèdre O conjugué 
commun aux quadriques du faisceau issu de @; © est adopté comme 
tétraèdre de référence. 

Toutes les quadriques du faisceau tangentiel issu de @ sont Môbius- 
ment inscrites dans les quadriques du faisceau ponctuel qui précède, 
relativement au couple A, A’; nous définissons aussi @ par les deux 
quadriques Q, et Q, harmoniquement circonscrites et inscrites l’une à 
l’autre, relativement au couple A, A’, contenues dans le faisceau 
tangentiel déterminé par @. 

Nous écrivons 

QO 24+ V+ 24+ C= 0; 

Oa — EE im (a —- Cy = 0; 

Q, aurt by? + cw? + dh? + 2eur + 2fivh = 0; 

Q, a'u+b's+c'w+ ah? + 2e'ue + af'wh =o. 


L’équation exprimant que la quadrique Q,— »Q,=o se réduit a 
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une conique, doit être bicarrée; cette équation est 
[(a—pa)(b—pb')—(e—pe}] [c— pe’) (d—pd')—(f—pf')]=0. 


Comme c’est le couple A, A’ qui doit intervenir, chacun des deux tri- 
nomes du second degré en p doit être pair. On a ainsi les deux 
conditions 

(1) ab'+ ba'— 2ee'=0, dc' + cd'—2ff = 0. 


Nous exprimons ensuite que Q,, Q, sont Môbius-ment inscrites 
dans Q et Q, et nous avons 
\|a+b=c+d, a— b—=m(c—d); 


(2) ( a+b'=ec'+d, a'— b'=m(c'—d’). 


Les paramètres sont ainsi au nombre de 20: d’abord 15 pour la 
transformation Bo pa Le générale de l’espace; ensuite m, puis 


les 10 rapports = eee ses if sont liés par les six équations 


indépendantes (1) et (2) et inteodiieent quatre arbitraires; on a 
bien 15-+1-+ 4 = 20. Il s’agit maintenant de prouver que ces condi- 
tions assurent l’existence de oo' couples de Mobius inscrits dans @ et 
* circonscrits à @: or, nous avons montré au paragraphe précédent, 
que si l’on coupe @ par un plan x tangent à Q, (ou à Q'), et si l’on 
appelle A,, B, C, D les points d’intersection, et A le transformé de A, 
par l’involution biaxiale (A, A’), les faces du tétraédre ABCD sont 
tangentes à Q, (ou à Q,) : mais alors si x est l’un des plans tangents 
à @, il est tangent à Q, etQ (et ayant remplacé ou), et par suite; ABCD 
est circonscrit à Q, et Q’: la proposition est établie, car il suffit 
d’introduire comme plus haut le tétraèdre A,B,C,D, transformé 
de ABCD par l’involution (A, A’). Comme vérification, nous avons 
retrouvé le total de 21 paramètres déterminant l’ensemble(@,@,T,T,). 

Cherchons maintenant une quadrique Q — pQ'= o (équation ponc- 
tuelle) et une quadrique Q,— ¢,Q, =o (équation tangentielle), se 
coupant suivant quatre droites : nous avons à appliquer les équa- 
tions (4) du paragraphe précédent ; la première est réalisée automa- 
tiquement; la seconde, en tenant compte des notations (A —1—p, 
B—1+p, C=1—p, D=i+o, E=F=0; a, b, c, d, e, f sont 
remplacés par a—p,a, b—o,b', c—p,c, d— pd, e—pie!, 


: 
t 
L 
À 
7 
7 


COUPLES DE TETRAEDRES DE MOBIUS. 113 


f— p1.f') donne le résultat 
(— p*) [Ca — pra’) (b — pad’) — (e—pe’}] 
: (mp pre’) (a ip) a) Cf pif} 
En tenant compte de (1), on trouve l’équation 
(3) (ab — e*) — (cd — f°) + p*[ m*(ed — f*) — (ab — e*)] 
Pied) {mot 2!) 
+ P'pil(a be?) — ma(c'd'— f*)] =o. 


Cette équation ne contient p et 9, que par leurs carrés. Elle fournit, 
d'autre part, une configuration curieuse constituée par les quatre 
quadriques 


CIRE Q—pY’=o0,  Q+pQ'—0; 
(5) Qi— p1Q,—0, Q:+ 190, =0. 


Chacune des deux premières quadriques coupe chacune des deux dernières 
suivant quatre droites : cette configuration est de nature dualistique. La 
configuration dépend de 21 paramètres (nous avons expliqué que les 
deux premières quadriques dépendent de 17 paramètres seulement, et 
chacune des deux dernières fait intervenir 2 paramètres) : il existe 
oo! couples de Mébius inscrits dans la biquadratique déterminée par l’un 
des couples et circonscrits à la dévelonpable déterminée par l’autre 
couple. 

Une telle configuration, dès qu’elle est connue, en fournit aussitôt 
oo' autres, car il suffit de choisir un couple quelconque de deux 
nombres 0, p, liés par la relation (3); le fait remarquable est que les 
deux quadriques d’un méme couple livrent à la fois une biquadratique 
et une développable associées respectivement à la développable et à la 
biquadratique relatives à l’autre couple, il faut bien faire attention de ne 
pas prendre dans le faisceau ponctuel issu de @ deux quadriques quel- 
conques, mais un de ces couples Q — 5Q'—0,Q + pQ'—osur lesquels 
nous avons déjà attiré l’attention. 

Considérons maintenant notre système @, @ le plus général (20 para- 
mètres), un couple(T, T, )de Mobius correspondant, et la quadrique q, 
déjà définie, relative à ce couple T, T,; les coefficients B, B’, C, C’ de 


cette quadrique 
g=Byz+B'zx + Cat+C'yt=0 
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satisfont à l'équation (7) du paragraphe précédent qui exprime que 
les réciproques c,, o, de Q et Q’ par rapport à g sont Mobius-ment 
inscrites dans la biquadratique @; la dualité fournirait une nouvelle 
équation analogue exprimant que les réciproques Q, et Q/, soit et a’, 
sont Mobius-ment circonscrites à Q, et Q’,, de sorte que les quadriques q 
dépendent d’un paramètre ; on peut se demander si les deux relations 
quadratiques en B, B', C, C’ sont distinctes : ce point va être élucidé. 

On peut raisonner ainsi: les huit faces du couple T, T, sont tan- 
gentes simultanément à Q,, Q,, 5,, 9,, de sorte que nous savons déjà 
que ces quatre quadriques, définies tangentiellement, appartiennent 
à un même réseau (accidentellement à un même faisceau tangentiel, 
mais alors @, @ offrent la configuration spéciale qui sera indiquée 
plus bas); pour un réseau tangentiel, il n’y a que huit plans tangents 
communs, donc il n’y a que les quatre couples 


ABCD ABC,D, AB,CD, AB,C,D 
A,B,C,D, A,B,CD A,BC,D A,BCD, 


qui fournissent cette quadrique q; il y a oo' couples (T, T), done ily 
a bien æ' quadriques q. 

D'ailleurs, si nous prenons les quadriques Q —£:Q'—o et 
Q,—¢,Q\=o (définies, l’une ponctuellement, l’autre tangentiel- 
lement), si o et p, sont liées par (3), il existe deux quadriques g 
transformant Q — 0" en Q,—p,0Q; on peut dire que la polarité ¢ 
change la biquadratique (Q—2Q", Q) en la développable (Q,—+0,Q",9,), 
et l’on voit bien pourquoi les quadriques Q,, Q', Q,— ond des 
3, auxquelles les faces de T, I’ sont tangentes appartiennent à un 
méme réseau tangentiel. 

Le seul cas possible d'exception est celui où les réciproques ¢,, , de Q 
et (Q définissent le même faisceau tangentiel que Q, et Q, : mais alors 
comme Q et Q’ sont harmoniquement inscrites et circonscrites l’une a 
l’autre, il en est de même de leurs réciproques 0, et o,, de sorte que a, 
et s, coincident (dans leur ensemble) avec Q, et Q ; on peut choisir 
les notations de façon que 5, coincide avec Q, (et non Q), et par 
suite 5, avec Q' ; autrement dit, l'équation (3) en 9 et 9, est vérifiée 
pour p—?,—0o, et pour p=p,=—o. On a donc les équations 
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nouvelles 
ab — e = cd — f?, 
(6) a # 
ELA m°(c'd'— f'?), 


qui sont indépendantes des équations de condition déjà obtenues et 
réduisent à 18 le nombre de paramètres dont dépend le total @, @; on 
retrouve ce nombre ainsi: G dépend de 16 paramètres ; la quadrique g 
dépend de deux paramètres, puisque les coefficients B, B’, C, C’ satis- 
font à l’équation (7) du paragraphe précédent; dans ces conditions 
G admet æ' couvles de Mobius (T, T,), enscrits dans @, où chaque 
tétraèdre T ou T, est conjugué par rapport à q, et les faces de ces 
tétraèdres envelovpent la développable réciproque de ® par rapport à q. 
Cette configuration spéciale à 18 paramètres (au lieu de 20), s’est 
présentée naturellement aux paragraphes 7, 8, 9. Dans ce cas de 
dégénérescence, les æ' couples relatifs à @ et @ sont fournis par la 
même quadrique g; les ©” quadriques satisfaisant à l’équation (7) du 
paragraphe précédent, mais distinctes de g, ne correspondent à aucun 
couple relatif à G et @. D'ailleurs, puisque le pôle du plan (u,v.w,h), 
par rapport à q, est 


Bh—C'w, Cæ—B'h, Cr—C'u, Bu—B'r, 


on peut supposer, dans ce cas actuel, 
ff OS2°4+ 74+ 24+ 7, Ql'= 2? — 7? + m(s— À); 
Q,= (Bh — C’w)?+ (Cw — BA} + (Ce — C’ u)?+ (Bu —B'v); 
QO’, = Bh — C'w)? — (Cow — Bh)? + m( Ce — C’u)?— m(Bu — B’e)?; 
B? + C?— B?— C?= m(C?+ C”— B?— B’”). 


On a ainsi explicité rationnellement 18 paramètres : 15 pour l’homo- 
graphie générale, 3 pour les rapports B: B’:C:C’, la quantité m étant 
fournie par la dernière équation (7) ('). C'est cette configuration 
spéciale à 18 paramètres que la nature même des résultats a intro- 
duite aux paragraphes précédents avant que nous fussions arrivés à 
l’étudier spécialement. 


(1) Le cas particulier C = «B, C = <’B’ avec «=o, = +1 nintroduit plus que le 
rapport B:B’ au lieu de trois rapports arbitraires; par contre m est indéterminé. Il ne 
présente pas un intérêt primordial; la configuration dépend alors de 17 paramètres au 


lieu de 18. 
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Dans ce paragraphe, nous avons donc vu que la configuration formée 
par une Spas by & et une développable @ de genre I et classe 4, 
admettant oo couples de Mébius inscrits dans la première et circons- 
crits a la seconde, comprend deux types distincts, donnant chacun 
lieu à 20' couples ; le premier type, où @, @® dépend de 20 paramètres, 
donne oo! quadriques g, une pour chaque couple T, T,, et i n'y a 
aucune quadrique q exceptionnelle, aucun couple exceptionnel ; le 
second type, où @, @ dépend de 18 paramètres, donne la même 
quadrique g pour les «' couples T, T,. 


11. Quelques théorèmes complémentaires. — Pour ne pas allonger, 
j'indique, sans démonstration, quelques résultats. 


1° (ABCD), (A,B,C,D, ) formant un couple de Môbius non dégénéré, 
AA,, BB,, CC,, DD, ne sont pas génératrices d’une mème quadrique, 
comme nous l’avons montré plus haut. Mais si nous considérons une 
biquadratique @ circonscrite, le tétraèdre @ conjugué par rapport aux 
quadriques issues de @, admet A, A’ (sécantes communes de AA,, 
BB,, CC,, DD,) comme arêtes opposées; appelons (A,, A), (As, A, ); 
les deux autres couples d’arétes opposées de ce tétraèdre conjugué 
commun, et «,, a les transformés de A dans les involutions (A,, A’), 
(A, A’); les quatre droites «,«,, BB,, CC,, DD, sont génératrices d’une 
même semi-quadrique ; il y a æ° biquadratiques @, la droite «, a, dépend 
d’un unique paramètre au lieu de deux. 

2° Soient deux quadriques Q, Q, tangentes en un point S,; soient 
S;, S, les sommets des deux autres cônes contenant la biquadratique 
(Q, Q,), le cône de sommet S, comptant, comme on sait, pour deux. 
Si la racine double de l'équation en À relative au faisceau Q — AQ, =o 
est égale à la demi-somme des racines correspondant à S, et S,, la 
quadrique Q est Môbius-ment circonscrite à Q, pour le couple A, A’, 
où A’ est la droite S,S, et A la conjuguée de S,S, par rapport à toutes 
les quadriques issues de @. 

3° De la même façon, une biquadratique G(Q, Q’), qui a un point 
double, peut être Môbius-ment circonscrite à une quadrique Q, ou à 
une développable @ de genre 1 et classe 4. 

4° De méme, le cas de deux quadriques ayant quatre droites com- 
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munes, dégénère en le cas d’un cône et d’une conique, deux tangentes 
de la conique étant génératrices du cône. 

5° Les biquadratiques étudiées peuvent dégénérer en une cubique 
et une sécante double de la conique ou en deux coniques. Ces diverses 
dégénérescences ont été étudiées par M. Rowe qui a su en tirer parti. 

6° L’équation A relative à -un faisceau Q — AQ’ = o de quadriques 
est, avec les notations classiques, 

H — 0) + J22— @/23-+ H/0' =o. 


La condition pour que la somme de deux racines soit égale à la somme 
des deux autres est 


(1) + 80H”?— 4J0’H’=o, 


et elle n'est pas linéaire entre les coefficients ponctuels de Q d’une part, 
entre les coefficients tangentiels de Q' de l’autre; il n’y a aucune contra- 
diction avec ce qui a été systématiquement considéré au cours de ce 
Mémoire, où nous avons, de plus, spécifié qu’un couple de deux droites 
Jixes A, A’ reste conjugué par rapport à Q, Q’ simultanément, de sorte 
que le premier membre de (1) se décompose en plusieurs facteurs, 
dontd’un est justement linéaire. 

7° Au paragraphe 5, nous avons vu que le couple (ABCD), 
(A,B,C,D,) donne lieu à trois quadriques 2; (1—1, 2,3) appartenant 
à la fois au système ponctuel Q circonserit à T, T,, au système tan- 
gentiel Q, inscrit dans T, T,, de sorte que chaque quadrique %, est 
Mobius-ment circonscrite ou inscrité relativement à elle-mème, ce qui 
tient à ce que T a deux arétes opposées formées de génératrices d’un 
même système de &,. 


Ilya ici un lien intéressant entre les couples de Môbius inscrits 
dans une quadrique, circonscrits à une autre, et la configuration de 
quatre tétraédres deux à deux en situation de Mobius. 

Voyons-le synthétiquement et sans démonstration; nous choisissons 
une quadrique quelconque Z (9 paramètres), puis quatre génératrices 
de = formant un quadrilatère gauche (4 paramètres), G et G’ étant 
deux côtés opposés et I, I’ les deux autres. Il existe une seule qua- 
drique q contenant GT G'T", telle que % et g soient chacune sa polaire 
réciproque vis-à-vis de l’autre. Sur X prenons deux génératrices G,, G,, 


Î 


conjuguées par rapport à G, G': elles sont conjuguées par rapvort à q3 
sur G,, prenons deux points A, B conjugués par rapport aux points 
où G, coupe T'et I’, et de même sur G' deux points C, D de même 
définition; nous avons ainsi engagé trois nouveaux paramètres, un 
pour G,, un pour A, un pour C, et l’on a 9+ 4 +3 —16 paramètres 
pour définir cette configuration. Le tétraedre ABCD est conjugué par 
rapport aq et à la fois inscrit et circonscrit à 2; sur q, choisissons un 
couple de génératrices (g,, g', ) conjuguées par rapport à (G, G'), donc 
par rapport à Z; cela engage un dix-septième paramètre ; il existe un 
couple (g:,g,) et un seul sur q divisant harmoniquement GG’ 
et g,g’. Le tétraèdre ABCD, transformé par les involutions biaxiales 
(Li 8,)> (Las 8»), (G, G’) fournit A,B,C,D,, A,B,C,D, et A,B;C;D;; 
les quatre tétraèdres obtenus au total sont tous inscrits et circonscrits 
à 2, conjugués par rapport à q et deux à deux en situation de Mobius; 
mais A;, B, sont sur G, qui contient C, D; de même, C;, D, sont sur G, 
qui contient A, B; de même, A,B,C,D, sont alignés et A,B,C,D,; 
quant au couple ABCD, A,B,C,D,, c’est le couple général (de méme, 
ABCD, A,B,C, D, formant un couple général). 

On peut sur q choisir, au contraire, deux couples (y,, 7), (Ys: Y,) 
de même système que I’, I’, harmoniques entre eux et avec, I’: cela 
introduit toujours un dix-septième paramètre après le choix de 
x, q. ABCD. Le tétraèdre ABCD est transformé par les involutions 
biaxiales(y,, y); (Yo, Yo)» (l, yen A’ B,C, DD’, A B,C; D, et A’ B,C, D'; 
on a encore quatre tétraèdres inscrits ou circonscrits aL, conjugués 
par rapport à g, deux à deux en situation de Mobius; on a A’ =—B, 
BANG =D D = OPA, = By, Bi AG, Ce Ds Dae 
facile de voir que A; et B, sont alignés avec C, D et que C,, D’ sont 
alignés avec A, B. 

Sur Ë, on a o* quadrilatères GTG'T’; chacun donne une seule 
quadrique q (et g varie quand le quadrilatére varie), il ya œ* tétraèdres 
ABCD inscrits-circonscrits 4X et conjugués par rapport à g; chaque 
tétraèdre ABCD donne o' tétraèdres A,B,C,D; on a ainsi le détail 
des 2* couples de Mobius généraux relatifs à une quadrique E consi- 
dérée comme Môbius-ment inscrite ou circonscrite à elle-même. 
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CLASSE D'ÉQUATIONS LINÉAIRES 


OU FIGURENT DES 


VALEURS PRINCIPALES D'INTÉGRALES SIMPLES 


Par M. Georces GIRAUD. 
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Introduction. 


Des questions d’hydrodynamique, d’électromagnétisme et d’analyse 
pure ont conduit à des équations intégrales linéaires, où l’intégrale 
sous laquelle figure la fonction inconnue, est à prendre en valeur 
principale, soit au sens de Cauchy si l’inconnue doit dépendre d’une 
_seule variable, soit en un sens analogue s’il y a plusieurs variables 
indépendantes. De telles équations ont été considérées notamment par 
Poincaré (*), par Villat (?}, par Tricomi (*) et par G. Bertrand (*). Le 


(:) Ilenrt PoiNcaré, Mécanique céleste, t. NT (Théorie des marées), spécialement 
p. 253 à 256. 

(2) HENRI ViLLaT, Sur lu résolution de certaines équations intégrales el sur quelques 
problèmes qui s'y rattachent (Acta math., t. 40, 1916, p. tor à 178). 

(3) Francesco Tricomi, Su di un’ equasione integrale di prima specie (Rend. del 
Cire. mat. di Palermo, t. 46, 1922, p. 357 à 388). Sulle equaziont lineari alle derivate di 
2° ordine i tipo misto (Mem. della R. Accad. det Lincei, 5° série, t. 14, 1923, p. 133 à 
247), spécialement Chap. VI, § 6, et Chap. VIT. Æqguuziont integral contenents il valor 
principale di un integrale doppio (Mathematische Zeitschrift, t. 27, 1927, p. 87 à 133). 
Les formules (45), (46) et (47) de ce dernier Mémoire, p. 106 cl 107, sont inexactes; 
les deux premières n’étant que des préparations à la dernière, il suffit d'indiquer que 
dans celle-ci fi et /; doivent être remplacés par /1 et fs, qui représentent certaines pri- 
mitives de f; et /2; le mémoire avait été précédé par une Note (Rend. Acc. Lincer, 
6e série, vol. 3, 1926, p. 535 à 539), où le Lerme inexact de la formule (47) du Mémoire 
est correctement imprimé au milieu de la page 539, mais une faute d'impression a fait 
disparaitre les petits traits dans la formule finale, en bas de la même page, ct de là est 
venue l’inexactilude du Mémoire. 

(+) Gastron BERTRAND, Lu théorie des marées et les équations entégrales (Ann, seient. 
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passage à la limite qui sert à définir les valeurs principales d'inté- 
grales, est nécessité par une singularité du noyau de l'intégrale, 
singularité qui, dans les questions auxquelles il a été fait allusion, se 
présente quand les deux points variables dont dépend le noyau, 
tendent vers un même point-limite. Une classe générale de telles 
équations, où la singularité est d’un type qui semble particulièrement 
intéressant pour les applications, a été discutée dans deux articles de 
ce recueil (*). Puis la théorie a été étendue à d’autres classes d’équa- 
tions (°). 

Cette étude a mis en évidence des cas étendus où les conclusions 
sont les mêmes que s’il s'agissait d’une équation de Fredholm, pourvu 
que le paramètre qui multiplie l’intégrale varie dans certains domaines 
bien déterminés. Dans d’autres cas, ces équations ont des propriétés 
plus variées : c’est ainsi que le nombre des solutions linéairement 
indépendantes des équations homogènes peut différer du nombre des 
conditions de compatibilité des équations non homogènes, quoique 
ces conditions se forment comme pour les équations de Fredholm; la 
différence entre ces deux nombres est constante quand le paramètre 
qui multiplie l'intégrale varie dans certains domaines bien déterminés. 


École norm. sup., 3° série, t. 40, 1923, p. 151 à 258). Le problème de Dirichlet et le 
potentiel de sunple couche (Bull. Sc. math., » série, t. 47, 1923, p. 282 à 288 et 298 
à 307). 5 

(8) Equations à intégrales principales, étude suivie d’une application (Ann. scient. 
École Norm. sup., 3° série, t. 51, 1934, p. 251 à 372), et complément rectificatif Sur 
certaines équations à intégrales principales (même recueil, t. 54, 1937, p. 293 et 294; 
voir ci-après $ 21); cet article sera désigné dans les citations par la lettre ¢. Equations 
à intégrales principales ordre quelconque (mème recueil, t. 53, 1936, p. 1 à 40); cet 
article sera désigné par la lettre 7. Une application à l’électromagnétisme a fait l’objet 
d'une Note (Rend. Accad. Lincei, 6° série, vol. 22, 1935, p. 334 à 341). 

(5) Sur un type d'équations à intégrales principales (Journ, de Math. pures et appliq., 
9" série, L. 15, 1936, p. 193 à 205). Autres résultats dans C. À. Acad. sc., t. 202, 1936,- 
p. 2124 à 2126; t. 203, 1936, p. 292 à 294; t. 204, 1937, p. 628 à 630; t. 205, 1937, p. 765 
à 768 el p. 1024 et 1025; le présent Mémoire développe une partie de la troisième de 
ces Noles. S. Micutin, Composition des intégrales singulières doubles (C. R. Acad. Se. 
U.R.S.8., 1936, vo!. 2, p. 3 à 6). Dans cette importante Note, Michlin relève linexac- 
titude de Tricomi, mais commet lui-même une erreur (voir Note citée, C. R. Acad. se., 
t. 202, 1936, note de la page 2126), corrigée dans le Mémoire définitif qui a paru en 
langue russe (Rec. math. Moscou, t. 1, 1936, p. 535 à 552, et complément aux pages 963 
et 964; courts résumés finals en frangais). 


i, 
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Ces circonstances plus générales se rencontrent méme quand 
Pinconnue est fonction d’une seule variable. L'étude est cependant 
plus simple pour une variable que pour plusieurs, parce que la singu- 
larité du noyau de l'opération résolvante se trouve plus rapidement. 

Au lieu d’une seule équation, on peut aussi en considérer plusieurs, 
avec un nombre d’inconnues égal au nombre des équations. La théorie 
s’applique à tout nombre de variables indépendantes. S’il n’y a qu’une 
variable, les singularités des noyaux des intégrales qui figurent dans 
les formules de résolution se trouvent en résolvant un système d’équa- 
tions algébriques du premier degré. 

La présente étude est consacrée au cas d’une seule variable, et plus 
particulièrement au cas d’une seule équation. Les systèmes de plu- 
sieurs équations feront l’objet de quelques indications. Des définitions 
et des propriétés essentielles seront rappelées dans les premiers para- 
graphes. Nous aurons à nous appuyer sur un article qui a récemment 
paru(‘). 

Certains problèmes relatifs à des équations aux dérivées partielles 
du type elliptique, à deux variables indépendantes, peuvent être 
ramenés à de telles équations intégrales; la discussion de ces pro- 
blèmes est certainement plus compliquée que la discussion des cas 
particuliers antérieurement traités, précisément parce que les équa- 
tions intégrales en question peuvent avoir les propriétés nouvelles 
rencontrées dans cette étude. Cette discussion sera omise, mais nous 
citerons les recherches de Liénard (*), qui suivent une autre voie, et 
d’où peuvent être tirés des exemples de ces propriétés nouvelles. 

L'étude des équations et des systèmes d'équations à intégrales prin- 
cipales, pour tout nombre de variables indépendantes, devra faire 
l’objet d’un travail nécessairement plus étendu. Mais après que sont 
trouvées les singularités des noyaux qui doivent figurer dans les 


(7) Définitions élargies des noyaux résolvants de Fredholm et des fonctions de Green 
(Bull. Se. math., 2° série, t. 61, 1937, p. 172 à 192, 200 à 208 et 288). Dans les citations, 
cet article sera désigné par la lettre m, 

(8) AurreD LiénarD, C.R. Acad. sc., t. 201, 1935, p. 320 à 322. M. Liénard a déve- 
loppé ces démonstrations dans un Mémoire : Problème plan de lu théorie oblique dans la 
théorie du potentiel, dont le début a déjà paru (Journ. de PEe. Polytech., 3° série, n° Ss 
p. 35 à 96; n° 6, p. 97 à 158). 
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formules de résolution (ou, plus précisément, les « parties positive- 
ment homogènes et d'ordre — m » de ces noyaux, m étant le nombre 
des variables); les raisonnements sont semblables à ceux qu'on trou- 


vera dans le présent Mémoire. 


1. Variétés closes à une dimension. — Les variétés les plus géné- 
rales que nous considérons, ne sont pas nécessairement connexes; 
elles sont composées d’un nombre fini n, de parties ,(1£n£n,;n,21), 
sur chacune desquelles la position d’un point X est déterminée par 
une coordonnée x, définie à un multiple près d’une certaine période 
positive, qui dépend de l'indice n de ¥,. Si l’on change de coordonnée 
sur un des %,, la nouvelle coordonnée ¢ devra avoir par rapport a 
l’ancienne coordonnée x une dérivée positive et qui remplisse une 
condition de Lipschitz avec un exposant donné h, aveco <h£t,c'est- 
à-dire que la différence des valeurs de cette dérivée aux points où 
l’ancienne coordonnée a les valeurs respectives x, et æ,, doit valoir 


L ‘9 dt . a . n . . 
O( |x, — a, |") (*). Naturellement + doit être une fonction périodique 


de æ, avec la période donnée, de sorte que lorsque a augmente d’une 
période, ¢ augmente d’une quantité constante, qui sera nommée la 
nouvelle période. 

En outre, on donne sur chaque Ÿ, une fonction Q de la coordonnée æ. 
Q doit être positif et périodique, avec la période donnée, et de plus 
Q doit remplir une condition de Lipschitz avec l’exposant A’. Si l’on 
change de coordonnée, Q doit être remplacé par une autre fonction Q’, 
de façon que Q/dt soit égal à Q dx, t étant la nouvelle coordonnée; 
autrement dit, Q est un tenseur covariant. On constate que si le chan- 
sement de coordonnée remplit les conditions posées ci-dessus, QQ’ 
remplit par rapport à ¢ les conditions qui ont été imposées à Q par 
rapport à æ. L'invariant Q dx = do se nomme l'élément de la variété V. 
On écrira ds, s’il faut spécifier que l'élément est pris au point X. 


2. Noyaux d'équations à intégrales principales. — Soit G(X, =) une 
fonction de deux points de notre variété Ÿ; cette fonction n’est pas 


(9) Oest un symbole de Landau : » = O(s) signifie que 3-1 est borné. 
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nécessairement réelle. Elle pourra jouer, dans ces pages, le rôle de 


7) , = RE r : Q . . : 
noyau d’une équation à intégrale principale si elle remplit les condi- 
tions suivantes : 


1° Si X et E n’appartiennent pas à une même partie connexe ?,, 
G remplit par rapport à chacun de ces points une condition de Lipschitz 
avec l’exposant h; c’est-à-dire que de telles conditions sont remplies 
par rapport aux coordonnées de chaque point, les coefficients (cons- 
tante sous-entendue dans le symbole O du paragraphe précédent) 
étant indépendants des deux points. 

2° Si X et # appartiennent à une même partie connexe ?,, soient x 
et € leurs coordonnées respectives, et soit w la période. Nous suppo- 
sons qu’on à 


& c(a) cot Hit) + G(X, =). 
0 6) 


G(X) By) = 
où c(æ) est une fonction qui remplit une condition de Lipschitz avec 
l’exposant A, et qui admet la période w; G,(X, =) est une fonction qui 
admet la période w par rapport à chacune des variables æ et €, et qui 
admet la limitation 

hi | 
) 


en outre, si les différences y —æx et £ — y sont de même signe et si 
2|E—a|est<w, ona 


n(a—é) 


G) 


G(X 2) = 0] 


G,(X, =) — G,(Y, pe O0! PR "ly —E 1) 


(les majuscules continuent à désigner les points dont les coordonnées 
sont représentées par les minuscules correspondantes); enfin, si les 
différences  — € et x — v sont de même signe et si2/Ë—x| est <a, 


on à 


Ce CP GT) = OC Po a). 


Les deux points variables jouent des rôles identiques dans ces condi- 
tions, qui sont invariantes pour tous les changements de coordonnée, 
moyennant les conditions du paragraphe 1, en considérant ¢ comme 
un tenseur contravariant. 


9 
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3. Valeur principale d'une intégrale. — Soit G un noyau qui remplit 
les conditions du paragraphe 2, et soit b(X) une fonction, non néces- 
sairement réelle, d’un point de %. On suppose que ¢ remplit une 
condition de Lipschitz avec un exposant #(0o <#£h). Qu’entendons- 
nous par valeur principale de l'intégrale 


(1) f(X)= f G(X, A)o(A) do, ? 


Nous excluons de la partie ¥, de Ÿ où se trouve X, un intervalle 
(x—vy, x+y): c'est-à-dire que, w étant la période relative à ¥,, 
aucun des nombres a + qu, où ¢ est entier, ne doit être à l’intérieur 
de l’intervalle exclu quand A appartient à ¥,. Cela fait, nous inté- 
grons dans toute la partie restante de V; enfin nous faisons tendre n 
vers zéro : la valeur de notre intégrale tend alors vers une limite qui, 
par définition, est f(X); la démonstration résulte de ce que l'inté- 
grale de 


= ¢(a) p(x) Q(z) PMs dt 


i) 

dans l’intervalle non exclu de ¥,, est nulle, et si l’on retranche cette 
expression de G(X, A)¢(A)do,, la difference est sommable sur tout 
%,. Cette valeur principale ou intégrale principale a été considérée par 
Cauchy. 

Si, au lieu d’exclure l'intervalle (2—y, x+y), nous excluons 
l'intervalle (a — 7, x +), où n et € sont deux infiniment petits posi- 
tifs équivalents, la limite est la même que ci-dessus, car l'intégrale de 
|G(X, A)e(A)|do,, étendue à l'intervalle (æ+n, 2+), vaut 


0 log=), et par suite elle tend vers zéro. Il en résulte que, dans nos 


changements de coordonnée, l’expression de l'intégrale principale se 
transforme comme l'expression d’une intégrale ordinaire. 

Convenons que, dans la suite, quand le champ d'intégration sera 
sous-entendu, ce champ sera ¥, et: l'intégrale sera prise en valeur 
principale s’il en est besoin. 

4. Intégrales principales superposées. — Si À est un nombre positif 
donné, inférieur à #, on démontre que la fonction /(X) exprimée par 


rs 
+. 
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(1) remplit une condition de Lipschitz avec l’exposant À. Si alors 
* Q , . . 

G*(X, =) est un autre noyau d’intégrale principale, nous pouvons 

considérer la fonction 


u(X)= f GX NSA) das [ G(X, A) [ GOA, =)p(=) dezdz,. 


On démontre que si c* joue par rapport à G* le même rôle que c par 
rapport à G, ona | ; 


(2) u(X)=—r°c(X)c(X)Q(X)p(X) 


+ fete) fax. A)G(A, =) doy daz. 
où l’intégrale 
fax AGIA, B\ de, IX =) 


doit étre prise en valeur principale, au sens de Cauchy, avec un inter- 
valle d’exclusion autour de X et un autre autour de =; nous désignons 
par c(X), c*(X) et Q(X) les valeurs prises en X, relativement à une 
certaine coordonnée, par les tenseurs c, c* et Q; il est évident que le 
produit cc*Q? est invariant, ce qui est d’accord avec la formule (2). 
On démontre en outre que la fonction H(X, 2) remplit les conditions 
imposées à G au paragraphe 2, sauf le remplacement de h par un nombre 
positif donné < h, et de plus cette fonction H est sommable, c’est-à-dire 
que, pour elle, le tenseur analogue à c est partout nul ('°). 

C’est en vue de cette propriété que les conditions du paragraphe 2 


ont été posées. 


5. Opérations intégrales linéaires. — Reprenons les deux noyaux G 
et G* du paragraphe précédent. Soient de plus g(X) et g*(X) deux 
fonctions données d’un point de V; on suppose que ces fonctions rem- 
plissent des conditions de Lipschitz, avec n'importe quels exposants. 
Pour toute fonction w(X) qui remplit une condition de Lipschitz, quel 


(1°) Pour avoir une démonstration adaptée à nos hypothèses, on peut consulter lo 
travail cité , où l’on particularisera pour une variable les démonstrations du Chapitre |, 
qu'on complétera par le paragraphe 2 du Chapitre IE. Mais d’autres démonstrations sc 
trouvent dans le deuxième travail cité de Tricomi et dans les deux travaux cités de 


G. Bertrand. 
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que soit l’exposant de cette condition, nous posons 
J u(X)=¢ (X)u(X)— | G (X, A) u(A) den, 


J'u(X) = g'(X)u(X) — fax. A)u(A) day. 


où les intégrales doivent être prises en valeurs principales; J et J* sont 
deux opérations intégrales linéaires. Nous désignons par J*Ju(X) le 
résultat obtenu en appliquant l’opération J* à la fonction Ju(X); ce 
résultat s’obtient en appliquant à wu une opération J*J qui se déduit de 
Jen y remplaçant g(X) par 


(3) g(X)g"(X) — we(X)e*(X)2*(X) 

et G(X, =) par 

(4) g*(X)G(X, E) + G(X, E)g(E) — fox A)G(A, €) day. 

Le dernier terme de cette dernière expression étant sommable, on 
voit que le tenseur qui joue pour J*J le rôle que c(X) joue pour J, est 
(5) o(X)e*(X) + '(X)g(X); | 

il est donc le même pour JJ* que pour J'J. De même l'expression (3) 
ne change pas si l’on échange les rôles de J et de J*. Cependant, les 


opérations J*) et JJ* ne sont pas généralement identiques. 
Faisons correspondre à l'opération J la fonction 


(6) TJ(X, 9)=g(X)— irR(X)c(X)9 (9=+1): 
pour les deux valeurs de 0, c’est une fonction scalaire, qui remplit sur 
Ÿ une condition de Lipschitz. Nous avons alors 


TJ*(X, 9) = g*(X) — inQ(X)e*(X)9. 
TOI) (X. 9) = g(X)g*(X) —-2°Q2(X)e(X)c*(X) 
: — in Q(X) [e(X)g*(X) + c°(X)g(X) ]9. 


Nous constatons ainsi l’identité fondamentale 


(7) T(JJ*) = TJ x TJ, 
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6. Equation intégrale linéaire. — Considérons l'équation 
(8) g(X)u(X)— f GX, A)u(A) doi= f(X), 


où g(X) et G(X, =) sont donnés et remplissent les conditions posées 
dans les paragraphes 2 et 5; f(X) est une fonction donnée, soumise à 
une condition de Lipschitz, dont l’exposant n'importe pas. La fonction 
u(X) est l’inconnue, qui devra remplir une condition de Lipschitz, 
cette dernière condition n'étant pas donnée; autrement dit 
log L(X, Y) 
log|u(X)—u(Y)] 


doit être borné dès que L(X, Y) est assez petit. 
Soit Ju(X) le premier membre de (8). Nous voulons trouver une 
opération J* telle qu’on ait identiquement 


S'Iu(X)=u(X)— f W(X, Nr 


où H doit être sommable; cette opération J* doit être du type défini au 
paragraphe 5, et auquel appartient aussi l’opération J. Nous voulons 
donc faire en sorte qu’on ait 


TJ) (X, 9) =1, 


quels que soient X et 0. D'après l’identité fondamentale (7), cette rela- 
tion s’écrit aussi 
TI*(X, 9) TI(X, 9) =1. 

Donc Vopération J* ne peut exister que si, pour chacune des deux 
valeurs de 4, TJ(X, 9) ne peut s’annuler pour aucun point X de Y. 
S'il en est ainsi, J* existe, car, en donnant successivement à 0 ses 
deux valeurs, nous avons pour déterminer g” et c* deux équations 
algébriques linéaires, dont le déterminant n’est pas nul, et nous en 


tirons 
* Ci 4 at — Le 


bre o? + re Q2 c°° = e+ TQ c°? 
on vérifie que g* et c* remplissent des conditions de Lipschitz. Nous 
voyons que c*(X) Q(X) est une fonction scalaire; c (À) est donc un 
Ann. Ec. Norm., (3), LVI. — Fasc 2. 17 
9 # 
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tenseur contravariant. Ce tenseur étant connu, il est facile de cons- 
truire un noyau G*(X, =) qui, avec g*, nous donne une des opérations 
J* cherchées; la fonction égale à 1 
= o*(x) cot EE 

quand X et appartiennent à une même partie connexe de 4 (nous 
reprenons les notations du paragraphe 2), et à zéro dans les autres cas, 
est un tel noyau; tous les autres noyaux G* possibles s’obtiennent en 
ajoutant à cette fonction une autre fonction qui soit à la fois sommable 
et soumise aux conditions du paragraphe 2. Notamment on peut 
prendre 


Il est alors évident que toute solution de l'équation (8) satisfait à 
l'équation 


(9) u(X) — [HX A)u(A) da=JSYf(X), 


qui est une équation de Fredholm, car la fonction sommable H(X, A), 
qui remplit nécessairement les conditions du paragraphe 2 (d’aprés 
S 4), vaut O[|a—a|''], où & est une certaine constante positive, 
quand les points X et A, dont x et a sont les coordonnées, sont sur 
une même partie connexe de ¥, et quand en outre | — a| est au plus 
une demi-période (''). D’ailleurs toute solution de (g) remplit une 
condition de Lipschitz : cela résulte de ce que, wu étant nécessairement 
continu, l’intégrale du premier membre remplit nécessairement une 
condition de Lipschitz ('?); donc u est susceptible de l'opération J. 
Si l’on change d’inconnue en posant 


(10) u(X)=J*e(X), 


(11) L'équation (9) fut introduite, dans des cas plus ou moins généraux, par Poincaré, 
par Tricomi et par G. Bertrand, dans leurs travaux cités, où ils présentaient sa formation 
comme une application du procédé nommé itération. Villat la forma également, à la fin de 
son Mémoire cité, et il rattacha ce procédé à des remarques dues à Hilbert (Cong. des 
muth., Heidelberg, 1904, Verhandlungen, p. 233). Ë 

(1?) Mémoire cité &, spécialement Chap. I, § 2. 
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_ avec la même opération J*, on constate que toute solution d’une certaine 
autre équation de Fredholm 


(11) P(X) — K(x, A)e(A) doi f(X) 
fournit, par l’intermédiaire de (10), une solution de (8), pourvu toute- 
fois que ¢ remplisse une condition de Lipschitz, cas où u existe et en 
remplit aussi une; c’est une équation de Fredholm parce que T(JJ*) 
est partout égal à un, ce qui entraine pour K les propriétés déjà 
énoncées pour H; en outre toute solution ¢ remplit une condition de 
Lipschitz d’après le même raisonnement qu’à l'alinéa précédent. 
Quand il est possible de former les équations (9) et (11), il se peut 
que l’équation (9) admette des solutions qui ne conviennent pas à (8), 
ou qu’une solution de (8) ne soit pas susceptible d’être mise sous la 
forme (10). D’autre part, il n’est pas certain que les conditions d’ortho- 
gonalité entre J*f(X) et les solutions del’équation homogène adjointe 
à (9), soient toutes distinctes; il n’est pas certain non plus que deux 
solutions distinctes de (11) donnent toujours deux solutions distinctes 
de (8). La suite de ce Mémoire renseignera sur la discussion générale 
de l’équation (8). Il est d’abord utile que nous introduisions un para- 
mètre dans notre équation intégrale, comme on fait pour les équations 
de Fredholm. 


7. Introduction d'un paramètre. — Au lieu de l’équation (8), nous 
considérons maintenant l'équation 


(12) a(X)u(X)—2 f G(X, A)u(A) doy f(X), 


c’est-à-dire que nous remplacons G par AG, où A est un paramètre; 
nous gardons toutes nos hypothèses relatives à G, à get à f. I y aura 
souvent lieu de considérer l’équation homogène 


(12 bis) g(X)u(X) — 2 fGcx. Aju(A)ds;= 0. 
Nous désignons par J,u(X) le premier membre de (12). Nous avons 


alors ML 
TJ;(X; 9) = g(X) — (mAQ(X)e(X)5 i tn og EP 
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Les transformations qui aboutissent aux équations (9) et (11) du 
paragraphe précédent, sont possibles quand, pour chacune des deux 
valeurs de 0, TJ, ne s’annule en aucun point X de Y. Chaque point X 
de ¥ où c n’est pas nul, conduit ainsi à exclure de nos considérations 
une ou deux valeurs de À, savoir : 
ig(X) 


(13) aes 7Q(X)e(X)’ 


valeurs qui ne sont confondues que si g(X) est nul. Sic(X) et g(X) 
s’annulent en un même point X de ¥, nos considérations ne peuvent 
s’appliquer pour aucune valeur de A; nous supposons formellement que 
cela narrive pas. 

Si g(X) est identiquement nul, nous avons, pour A=1, les équa- 
tions 


(14) — f G(X, A)u(A) da = fn). 


(14 bis) fox A)u(A) doy=o0, 


pour lesquelles les mémes transformations sont possibles, moyennant 
la condition, nécessaire et suffisante, que c(X) ne s’annule en aucun 
point de VY. Si nous remplacons /(X) dans (12) par À f(X), puis que 
nous divisions les deux membres par À et que nous fassions tendre A 
vers l'infini, nous voyons que l’équation (14) apparaît comme un 
certain cas-limite d'équations du type (12) [on considère à la fois 
toutes les équations (12) qui ne diffèrent entre elles que par le second 
membre f]. Pour ce motif, nous dirons que st c s’annule en un point X 
de ¥, le point à l'infini, dans le plan de la variable complexe i, est 
exclu de nos considérations ; si au contraire c ne s’annule nulle part, nos 
considérations s’appliqueront méme à ce point à l'infini, c'est-à-dire à 
l'équation (14). 

Plaçons-nous dans le cas particulièrement intéressant où g et G 
sont réels. Alors les valeurs exclues, données par la formule (13), 
sont purement imaginaires ou nulles ou infinies. Quand X varie sur 
une des », parties connexes ?, qui constituent VY, À varie continü- 


ment, sauf quand c s’annule. Si g et c ne s’annulent en aucun point 


de ce Ÿ,, nous avons à exclure, pour ce Ÿ,, deux segments de l’axe 
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purement imaginaire, ces deux segments étant symétriques l’un de 
l’autre par rapport au point zéro: ces segments se réduisent à des 


: HUE PES ce ; . . : 
points si on est constant. Sic s’annule en au moins un point, mais que 


g ne s’annule nulle part, nous devons exclure deux demi-droites 
portées par l’axe purement imaginaire, et symétriques l’une de l’autre 
par rapport au point zéro; ces demi-droites se réduisent au seul point 
à l'infini si c est identiquement nul. Si g s’annule en au moins un 
point, mais que c ne s’annule nulle part, nous devons exclure un seul 
segment porté par l’axe purement imaginaire, et dont le point zéro est 
le milieu; si g est identiquement nul, ce segment se réduit au seul 
point zéro. Si g et cs’annulent tous deux (mais non en un même point), 
nous devons exclure tout l’axe purement imaginaire. L'ensemble C de 
tous les points exclus peut donc former jusqu’à 2n, segments de l’axe 
purement imaginaire, et il peut aussi comprendre tout cet axe; il est 
toujours fermé, et symétrique par rapport au point zéro ('*). Si C ne 
comprend pas tout l’axe purement imaginaire, la partie restante E du 
plan complexe forme un seul domaine (en entendant par domaine un 
ensemble ouvert connexe). Si C comprend tout l’axe purement imagi- 
naire, E forme deux domaines. 

Si g ou G ne sont pas partout réels, l’ensemble exclu C est encore 
fermé et symétrique par rapport au point zéro, mais il n’est plus néces- 
sairement porté par l’axe purement imaginaire. L'ensemble complé- 
mentaire E est ouvert; les domaines dont il se compose ne sont pas 
nécessairement en nombre fini. 

On remarque que si c est identiquement nul sur Ÿ, C se réduit au 
seul point à l'infini. Dans ce cas, puisque g'ne peut s'annuler en aucun 
point de %, l'équation (12) est du type de Fredholm, etl’équation (14) 
est ce qu’on nomme une équation de première espèce, dont pourtant 
l’inconnue doit remplir une condition de Lipschitz, ce qui empêche 
de la modifier arbitrairement sur un ensemble de mesure nulle, 
comme on pourrait le faire sans cette restriction; il est connu que les 
propriétés des équations de première espèce sont plus compliquées 
que celles des équations de Fredholm. Cela fait donc un cas où l’on 
RE ER ep "| 

(3%) Dans Particle ¢ l’ensemble C n’était pas examiné aussi complètement. et lon se 
bornait au eas où g est identique à un. 
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est renseigné sur ce qui se passe quand À vient sur C. L'étude générale 
du cas où À vient sur C semble malaisée, et nous ne nous en occupe- 
rons point. $ 

Quand À appartient à E, nous pouvons former une opération J;, 


19) Jio(X)=er*(X; A)e(X)— if GX, A; A)v(A) dos, 


qui jouit des propriétés requises (§ 6); ona 


+ , oe & * VO r er ne SA es © . 
(16) 5 (X; N= pe € (X; \) = pee 


On pourrait prendre 
a gee ae i — G(X, =) 
FEEDS Xe DRA) 
mais ce n’est pas obligatoire, et il est utile dans la suite de ne pas 
garder toujours la même fonction G*. Toutefois G*(X, 2; 2) devra 
toujours étre holomorphe par rapport à À dans E, pourvu que les points 
X et = soient différents, et les constantes sous-entendues dans les 
limitations du paragraphe 2 seront bornées quand À variera dans un 
ensemble borné et fermé, contenu dans E; il est toujours possible de 
s'arranger ainsi, et cela a lieu notamment pour la fonction G* particu- 
lière qui vient d’être écrite. Nous posons 

= 


(15) H(X, &; A) =g"(X; A)G(X, E) + G*(X, =; A)g(=) 
= 1 [6X As GAL Ze, 


de sorte qu’on a identiquement 

(18) SJ u(X)=u(X) — nf CX, A; A)u(A) day, 

quelle que soit la fonction u, pourvu qu’elle remplisse une condition 
de Lipschitz. De méme, nous posons 

(19) K(X, 2; A) = g(X)G*(X, 4; À) + G(X, EB) e*(E; à) 


à fax ACTA SE: des. 
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de sorte que nous avons identiquement 
(20) Adin (X) = u(X) = 2 f K(X, a aa (Anais; 


Les fonctions H et K remplissent les conditions du paragraphe 2, quel 
que soit A dans E, et de plus elles sont sommables; elles sont holo- 
morphes par rapport à À dans E pourvu que X et & soient distincts; les 
constantes sous-entendues dans les limitations du paragraphe 2 sont 
bornées dans les mêmes conditions que pour G*. 


8. Lemme. — A partir de ce lemme et jusqu’au paragraphe 13 inclu- 
sivement, nous abandonnons les notations des paragraphes précédents. 
Seules, les notations du paragraphe 1 sont maintenues. 


Soit H(X, Æ; À) une fonction mesurable par rapport. à chacun des 
points X et de Ÿ et par rapport à leur ensemble, quand À appartient à 
un domaine complexe D; on suppose que H est borné quand X et = 
varient sur Ÿ et quand À varie dans n'importe quel ensemble fermé con- 
tenu dans D; de plus, H est holomorphe par rapport à À dans D. Il existe 
alors dans D un certain ensemble K de points, qui n'a aucun point 
d’accumulation ('*) dans D, et qui est tel qu'en tout point de D —E 
l'équation 
(21) e(X)—2 f W(X, A; he (A) dr 0 


a un nombre constant r de solutions linéairement indépendantes (r20o); 
aux points de E, la méme équation a plus de r solutions linéatrement 
indépendantes. 


Si rest nul, cela signifie que, dans D — E, l'équation (21) n’a que 
la solution zéro. Il en est ainsi si en un point de D l'équation (21) n’a 
que la solution zéro; en effet, pour ce point de D, le déterminant de 
Fredholm n’est pas nul; or ce déterminant est une fonction holo- 
morphe de À dans D, et par suite il ne s’annule qu'aux points d’un 
ensemble E, sans point d’accumulation de D; le théorème se vérifie 


(14) Un point d’accumulation d’un ensemble est, par délinition, tout point-limite d’une 
suite de points de l’ensemble. 
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donc. Cela arrive en particulier si D contient le point zéro, car, pour 
À = 0, l'équation (21) n’a JS la solution zéro. 

Sons maintenant qu’en tout point de D. l'équation (21) ait 
des solutions non identiquement nulles. Alors le déterminant de 
Fredholm est identiquement nul dans D. Le mineur d'ordre n de ce 
déterminant est une fonction de 2n points de ¥ et d’un point À de D; 
soit r le plus petit ordre pour lequel ce mineur n’est pas identiquement 
nul quand ces 2r-+1 éléments varient. Choisissons un système de 
2r points de % et d’un point de D, tel que ce mineur ne soit pas nul; 
si nous faisons varier À dans D, nous avons une fonction holomorphe, 
dont les zéros forment un ensemble E, sans point d’accumulation 
dans D. Les positions de À pour lesquelles le mineur est nul quels que 
soient les 27 points de ¥, forment un sous-ensemble E de l’ensemble 
E, ; E n’a donc aucun point d’accumulation dans D. D’après la théorie 
de Fredholm ('*), E a les propriétés annoncées. Le lemme est donc 
établi. 

Soit (X,, ..., X,53 &,, ..., 2,3 À) un système de 2r points de ¥ et 
d’un point de D, tel que le mineur pris en ces points ne soit pas nul. 
Bien que le paramètre À ne figure pas ici comme dans la théorie de 
Fredholm, nous écrivons ce mineur 


a(S Xi) 
Bie RES 

Nous avons une solution de (21)en remplaçant un des points X,,...,X,. 
par X, et À, par A; en faisant porter le remplacement successivement 
sur chacun des points X,, ..., X,, nous avons r solutions, qui sont 
holomorphes par rapport à À dans D. Ces solutions sont linéairement 
indépendantes en tout point de D—E,; elles sont identiquement 
nulles en tout point de E. On peut trouver un autre systéme de solu- 
tions jouissant des mêmes propriétés, sauf que, pour lui, l’ensemble 
KE, — E est remplacé par un autre, dont un point donné de E, —E ne 
fait pas partie. 


a I a oR le Ee Sd LR RO Me 212 


(5) Epouann Goursat, Cours d' fralyse mathé ‘matique, t, Tlf, 2° édit., Chap. XXXI, 
§ 568; Vrro Vorrerra et Joseen PÉRÈS. Théorie générale des fonctionnelles. t. J, 
Chap. VIM. § 14. 
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9. Lemme. — Outre les hypothèses du lemme précédent, supposons que 
D Hs un segment D, réel, et supposons que H est réel quand à 
appartient à D,. Si le nombre r est positif, on peut trouver r fonctions 
Q(X; A)(n=1, ..., 7), réelles sur D, et holomorphes par rapport à 
dans un certain domaine D* contenant D,, et, en tout point de D*, ces 
fonctions satis font à l'équation (21); ces solutions forment en tout point 
de D* un système orthogonal et normal, c’est-à-dire qu’on a 


(22) (n—p) fengpds =, fa AG 1 Cag cea PANNE à à 


L'intérêt de ce théorème est que les fonctions 9, sont linéairement 
indépendantes en tout point de D*, sans aucune exception pour les 
points d'un ensemble analogue à l’ensemble E, du paragraphe précé- 
dent, ni même pour les points de l’ensemble E, où il y a plus dersolu- 
tions linéairement indépendantes. 

Soient p,(X; À)(1<n<r) les solutions de (21) qui ont été trouvées 
au paragraphe 8; elles sont holomorphes dans D, et elles sont linéaire- 
ment indépendantes en tout point de D —E, ; nous prenons sur D, la 
valeur À, du paragraphe 8, et ainsi ces fonctions sont réelles quand À 
appartient à D,. Suivons les calculs destinés à former un système 
orthogonal et normal de r fonctions 9,, qui soient des combinaisons 
linéaires des 97. 

L’intégrale fr ds est holomorphe dans D; elle est positive ou nulle 


sur D,, où elle ne peut s’annuler qu’en des points de E, ; ses zéros 
situés sur D, sont d'ordre pair. Soit donc D!" un domaine simplement 
connexe, contenu dans D, contenant D,, et ne contenant aucun autre 
zéro de cette intégrale que les zéros situés sur D,. Cette intégrale est 
le carré d’une fonction g, (À), holomorphe dans D'', et réelle sur D,. 


Le quotient 
pi(X; AL 


Q1(X5 A 
qa) Pa 


est méromorphe dans D!'}, et réel sur D,; l’identité 


froide: 


montre que 9, n’a aucun pôle sur D,, ni par suite dans D'"’, et elle 


Ann Ec. Norm., (3), LVI. — Fase. 2 18 
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montre aussi que cette fonction n’est identiquement nulle pour aucune 
valeur de À dans D('}; dans tout D'), 2, est solution de (21). 
Sirest >1, les fonctions : 


RO 2) — 91X52) freitA; He(Aï dr (n22) 


sont des solutions linéairement indépendantes de (21) en tout point 
de D! —E, et elles sont holomorphes dans D"), et réelles sur D, ; 
elles sont orthogonales à 9,. En faisant n = 2, nous pouvons appliquer 
à la fonction obtenue le procédé qui a servi à former 9,. Nous obte- 
nons ainsi une fonction 9,(X; À), holomorphe dans un domaine D? 
simplement connexe, contenu dans D!" et contenant D,; c’est une 


solution de (21), et l’on a 


frere, feds. 


Et ainsi de suite. Finalement nous aurons bien un système de rfonc- 
tions 9,, qui jouissent des propriétés de l’énoncé dans un certain 
domaine D' D*, 

Aux points de l’ensemble D*E (commun à D* et à E), l’équation (21) 
a en outre des solutions linéairement indépendantes des 9,. 


10. Lemme. — Soient H, 4(X, 2; A)(a, B=1,..., p) un système de 
p° fonctions qui satisfontaux mêmes hypothèses que la fonction H du 
paragraphe 9. On suppose que le système d'équations intégrales 


(23) ga(X)—2%5 [ Hag(X, A; À)®3(A) doi = 0 


admet des solutions non identiquement nulles quel que soit À dans D. 
Alors on peut trouver un certain nombre r de systèmes de p fonctions 
POR CAPA A CLP RTC SP), holomorphes par rapport à à 
dans un certain domaine D* contenant D,, et qui, en tout point de D*, 
sont solutions de (23); en tout point de D*, ces solutions forment un 
système orthogonal et normal, c'est-à-dire qu'on a 


x te oo hy. 
(24) (np) [ agangayde =o, [ S293. g==1; 


La 


SUR UNE CLASSE D’EQUATIONS LINÉAIRES. : 137 


les Qa,n sont réels sur D, ; enfin le système (23) n'a de solution linéatre- 
ment indépendante des précédentes, que si À appartient à un certain 
ensemble E qui n’a aucun point d'accumulation dans D*. 


Ce lemme se ramëne au précédent. Considérons p variétés 
Wa(a—=1,...,p}), toutes identiques à %, et dont l’ensemble sera 
considéré comme constituant une variété %. La fonction H(X, &; A) 
qui, quand X appartient à %,, et à W:, est égale aux valeurs corres- 
pondantes de H,,4, remplit les conditions du paragraphe 9, et les 
conclusions du même paragraphe sont applicables à l’équation 


o(X) =f H(X; Ax Mots 
eS) 


qui équivaut au système (23) à condition que, sur %’,, 9 soit égal aux 
valeurs correspondantes de ¢,. Avec ces définitions, le nouveau lemme 
nest qu’une traduction de celui du paragraphe 9. 


41. Lemme. — Dans les hypothèses générales du paragraphe 8, si r est 
positif, tout point À, de D est intérieur à un domaine D*, dépendant de ,, 
contenu dans D, où Von peut trouver r solutions ©, de (21) et r autres 
fonctions y,(1<n<r), telles qu’on ait 


(25) (n —p) fenxds =, f Guarda = (1£n<r, 1S psr), 
et les 2r fonctions 9, et y, sont holomorphes par rapport à À dans D”. 
Soit A, un point de D; si c’était le point zéro, on aurait r= o (§ 8); 
donc À, n’est pas nul. Posons | 
Ko H(X, 25 Ae p.) = RX, E;p)+tI(X, =; p), 


où R et I sont réels avec u; ce sont des fonctions holomorphes de x 
dans un domaine D, qui contient le point un. A toute solution du 


système 


| YX) —p f [RX As p)yb(A)— I(X, Asp) o(A)] dox—o, 
(26) 
[o(X) =p PL As HHA) + RO As HOA danse, 
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correspond une solution 9 = Y + iw de l'équation (21) pour A =A, 4. 

Le système (25) satisfait aux hypothèses du paragraphe 10. Si (Ym) 
en est une solution, (—w, Y) en est une autre solution, et ces deux 
solutions sont orthogonales. Dés que, conformément aux paragraphes 
10 et 9, nous avons formé une solution (b,, w,) de (26), holomorphe 
pour à — 1, réelle avec w au voisinage de un, et telle qu'on ait 


fF ears, 


nous avons une autre solution (— w,, L,), orthogonale à la première 

et qui jouit des mêmes propriétés que celle-ci. S'il reste des solutions 
linéairement indépendantes des deux premières, nous obtiendrons 
une autre solution (4,, w,), orthogonale aux deux premières et qui 
jouit des mêmes propriétés que (Y,, w,); mais alors (— w., 4.) jouit 
de ces mêmes propriétés, et est orthogonale aux trois solutions 
(hi, w,), (—w,, Ÿ,) et (ds, w,), ce qui entraine l'indépendance 
linéaire des quatre solutions ainsi trouvées. Et ainsi de suite. Finale- 
ment nous obtenons 29 solutions (4,, w,) et (—w,, Ÿ,) de (26) 
(1£n£<p), qui forment un système orthogonal et normal en tout point - 
d’un domaine D; qui contient le point 4 — 1, domaine dans lequel ces 
solutions sont fonctions holomorphes de y, et réelles avec 1. Sauf aux 
points d’un ensemble dépourvu de point d’accumulation dans D;, 
toute solution de (26) est une combinaison linéaire de ces 20 solutions. 

Les fonctions 


Qu = Yat lon; Xn = Ÿn — ion (1827S) 


forment deux suites finies, biorthogonales et normales, c’est-à-dire 
qu'on a 


(27) (n—p) f gaxpde =o, [ax de = (iSn£p, ISpsp). 


Cela entraîne que les ¢ fonctions 7, sont linéairement indépendantes. 
Comme elles sont solutions de (21) pour A=A,u, on a r>9. Mais 
quand y est réel et appartient à Dj, toute solution de (21) peut être 
mise d'une façon et d’une seule sous la forme | + rw, où (L, w) est 
une solution réelle de (26). D'autre part, entre les 2r fonctions Pa et 
t2,(1£n£r), il n'existe aucune combinaison linéaire à coefficients 


SUR UNE CLASSE D'ÉQUATIONS LINÉAIRES. 139 


réels qui soit identiquement nulle, sinon la combinaison où tous les 
coefficients sont nuls, car les fonctions 9, sont linéairement indépen- 
dantes; donc 26 est 22r. Par suite r est égal à o. Les relations (27) 
sont donc les relations annoncées (25). On voit d’ailleurs que les 9, 
et les 7, sont holomorphes dans le domaine D* déduit de Dj, par la 
transformation À = À, 4; D* contient A,. 


12. Lemme. — Dans les paragraphes 8 à 11, remplaçons l'hypothèse 
que H est borné par celles qu'il est sommable par rapport à chaque point 
et par rapport à leur ensemble, et que les noyaux itérés de H existent, et 
que, à partir d’un certain rang, ils sont bornés quand X et = varient sur 
¥ etquand À varie dans un ensemble fermé donné, contenu dans D. En 
maintenant les autres hypothèses des paragraphes 8 à 11, les conclusions 
subsistent. 


Ce sera établi si nous prouvons qu’en choisissant un certain noyau 
itéré borné, toutes les solutions de l’équation obtenue appartiennent à 
l'équation (21), sauf peut-être aux points d’un ensemble dépourvu de 
points d’accumulation dans D. Introduisons un paramètre u, qui 
pourra prendre des valeurs ,(n =1, ..., p), et posons 


F,u(X)=u(X) — pnd. f HUX, A; À)u(A) doy. 
Nous regardons À comme égal à une constante donnée. Je dis que 
toute solution de l'équation homogène 
(28) Py Fo oa. FX) = 0, 
où le premier membre désigne le résultat obtenu en appliquant d'abord 
à F,u(X) l'opération F,_,, puis à ce premier résultat, si p est > 2, 


l'opération F,, et ainsi de suite jusqu'à F,, est une combinaison 
linéaire de solutions des équations 


Fiu—10, EE 0: sir E,4= 0; 


à condition que Wu, ..., tk, soient distincts. Nous allons procéder par 


induction, en supposant la propriété vraie pour une opération de 
moins; comme, pour p—1, l'énoncé se réduit à une tautologie. la 


AD 
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démonstration sera complète. Il est évident que le produit p, ... {4 
peut être supposé non nul. Or on a, pour toute solution de (28), 


F,F,... F,1°(X)=0, 
en posant F,u(X) = ¢(X). Alors nous avons, par hypothèse, 


o(X) = 0,(X) + Pa(X) +...+ Ppa(X), 
où #,(X) est une solution de F,,,(X) — 0. Mais on a 


Fer (X) =( = Be Jeu (x): 


pP—1 
Un x rf 
done u(X) aes ,(X) est une solution ¢,(X) de l'équation 
F,,¢,== 0, ce qu’il fallait démontrer. 
La réciproque, qu’il est inutile d’énoncer, est évidente. On remar- 
quera que les opérations F, sont permutables. 


Le € 21nT . 
En particulier, si nous prenons u.,— exp 7 (TS ASP), Fy OK 
est l’opération itérée de rang p. 
L'équation 


u(X) — ph fax A; A)u(A)doy=0, 


où À a une valeur donnée À,, n'a de solutions non identiquement 
nulles que pour des valeurs de y: en nombre fini dans toute région 
bornée. En particulier, cela n'arrive que pour un nombre fini de 
valeurs sur la circonférence [|=—1; parmi ces valeurs, ne retenons 
que celles dont l'argument 0 est le produit de x par un nombre 
rationnel; s'il y a au moins une telle valeur de x, non égale à un, 


9 3 rate ; 
mettons la ou les valeurs de — sous forme de fractions irréductibles, 
Al be 


et désignons par N le produit de tous-les dénominateurs; nous choisi- 
rons un rang p d'itération qui soit premier avec N, et qui soit assez 
grand pour que le noyau itéré soit borné; si u —=1 est la seule valeur 
retenue, il suffit de prendre n’importe quel noyau itéré borné. 

Le rang d’itération étant ainsi choisi, nous avons atteint notre but . 
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toutes les solutions de l’équation itérée 
(29) e(x)— Ir f Hm (X, A; A)9(A)do,=0 


satisfont à l’équation (21), sauf peut-être quand À appartient à un 
certain ensemble dépourvu de points d’accumulation dans D; nous 
allons le démontrer. Tout d’abord si l’entier positif n est <p, 
l'équation 

(30). g(X) — exp 


amen HX, A: Xjo(A) dei =o 


n’a de solution non identique à zéro que quand À appartient à un 
certain ensemble sans point d’accumulation dans D; ce dernier 
ensemble peut même être vide. En effet, pour À —1,, l'équation (30) 
n'a pas de solution non identiquement nulle. Par conséquent, cer- 
taines équations itérées de (30) ont un noyau borné et n’ont, pour 
À = 4, que la solution zéro; à ces équations itérées, le paragraphe 8 
s'applique, et par suite elles ne peuvent avoir de solution autre que 
zéro, que lorsque À appartient à un certain ensemble sans point d’accu- 
mulation dans D. Il en est donc de même pour (30), puisque toutes 
ses solutions appartiennent à toutes les équations itérées. Or, les 
solutions de (29) ne peuvent ne pas satisfaire à l'équation (21) que si 
une des équations (30) a des solutions non identiquement nulles, 
d’après ce qui a été établi pour l'équation (28). Le lemme est donc 
démontré. 


13. Remarque... — On pourrait trouver r solutions 9,, ..., 9, de 
l'équation (21), telles qu’on eût, pour tout point À de D, 


(n—p) fengpde=0, f engndo = (iSn<r, 1$psr), 


où ©, est l'imaginaire conjuguée de 9,. On pourrait faire en sorte que 
ces +, fussent fonctions analytiques de A et de son imaginaire conju- 
guée À, mais on ne pourrait ordinairement pas faire en sorte qu'ils 
fussent fonctions holomorphes de À seul. Cela nous détourne d’em- 
ployer ces fonctions 9, dans les raisonnements qui vont suivre. 


14. Choix d'opérations auxiliaires particulières. — Nous revenons 
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à l'opération auxiliaire J;, exprimée par la relation (15) (8 7). Le 
noyau G* est arbitraire dans une large mesure, puisque c'(X; A) seul 
est déterminé. Nous allons remplacer ce noyau G* successivement par 
d’autres noyaux, qui ne seront holomorphes que dans des domaines 
plus restreints, mais qui jouiront de propriétés nouvelles. Étant donné 
un point A», qui appartient à l’ensemble E du paragraphe 7, les noyaux 
que nous formerons maintenant seront fonctions méromorphes de À. 
dans un domaine qui contienne À, ; ce domaine n’aura pas de point 
commun avec C, mais sa frontière peut contenir des points qui n’appar- 
tiennent pas à C. 

Soit d’abord G* un noyau conforme aux conditions posées dans le 
paragraphe 7. D’après le lemme du paragraphe 12, appliqué à l’opéra- 
tion (18) et à l'opération associée, il existe 4r, fonctions 9,(X; À), 
0,(X3 À), UA(X; A) et wi(X; A)(1£n£r,), holomorphes par rapport 
à À dans un certain domaine D, qui contient Aq, et où, jusqu’à nouvel 
avis, seront situées toutes les valeurs considérées de À, et qui rem- 
plissent les conditions 


(31) an(Xi 2) — 2 f W(X, A; Des(Aï 2) de, 
(32) (n—p) f qappde=o,  fanpde=r (1), 
Ui: 2) —2à f HOA, Bs AAAS 1) dej bj 
(n—p) fYwsdr=o, — f Ywrdesr  (£nén, péri; 


si le nombre r, relatif à la partie de E a laquelle appartient A,, est nul, 
les fonctions 9, Qn, 4; et w, n’existent pas, et l’on doit remplacer par 
zéro les sommations qui porteront sur ces fonctions dans les calculs 
qui vont suivre. D’après un article qui a récemment paru (!°}, il 
existe, en tout point de D, où l'équation J;J ;u —0o n’a quer, solutions 
linéairement indépendantes, une fonction R* parfaitement déterminée, 


' (4°) Dans’ une Note aux C. R. Acad. sc. (t. 204, 1937, p. 628 à 630), les Pn Ont été pris 
identiques aux 9», ce qui est possible quand à, est réel (§ 9): on peut aussi alteindre de 
celte façon le cas général, à condition de considérer deux équations au lieu d’une (§§ 10, 
{1 et 24). 

(17) m, spécialement Chap. I, §§ 4 à 6. 
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qui remplit les conditions 
(33)  R*(X, B; A) + H(X, Æ: 2) 
* = n(X; pre; 
à fR (X, A; DH(A, €; dry SNA, 


D (34) on(B5 2) — à [ pa(A; ARYA, Es 2) day=o ane. 


R*(X, E; À) + H(X, 3; 2) 


à f(x, A; ARYA, €; Ddn=YŸ oi(Xs UES), 


la relation (34) disparait sir, est nul. D’après la façon dont on l’obtient, 
cette fonction R* est méromorphe dans D, : ses pôles sont les points 
où l'équation Jj J,u=o a plus der, solutions linéairement indépen- 


dantes; les sommes > FE et D: a sont en effet holomorphes 


dans D,, même si D, contient le point zéro, car dans ce dernier cas r, 
est nul, et alors ces sommes sont nulles. Si À varie de façon que la 
distance du point À aux pôles de R* et à la frontière de D, ait une 
borne inférieure positive, R*(X, =; À) est sommable par rapport à 
chacun des points X et 3 dans le champ ainsi défini pour A, et remplit 
les conditions du paragraphe 2 ('*). Dans (33), remplacons H par son 
expression (17): 
R'(X, =; A) + 8*(X; A)G(X, E) + G(X, Zi A) g(S) 
af GX, A )G(A, B)dax— à f R(X, Az 2) 
£. EE MO By GAS Ne) à Gta, B:))G(B, €) des | A 
=> @n(X; A) pn( Sj À) 
na pe 
En nous rappelant que R* est sommable, nous avons, d’après le para- 


graphe 4, 
a f RC, A; À) [Gta B; 1)G(B, 2) doy dos 


=i [ GB, =) [rx AY INGER poids 
Lier Q?(Bye(Z)e*(=;.A) R(X, =; A); 


(15) Conséquence immédiate de l’article-cité é, spécialement Chap. I, § 2. 


Ann. Ec. Norm., (3), LVI. — Fasc. 2. 19 
10* 
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d’ailleurs, d’après les relations (16), nous avons 


A? 222 cc"= ge" — 1: 


En tenant compte de ces résultats et en posant 
(35) R(X, 2; 4) = R(X, B; 2) 8*(S; 2) 
+ GX, 2; I) [BUX A; 2)G*(A, E; À) des, 


la relation (33) devient enfin 


(36) g(X; DGUX, E) + R(X, S; 2) 8(=) 


2 [RX AS DGA E)da=> va CARMEN 


Par rapport à A, R, est méromorphe dans D,, et ses pôles sont les 
mêmes que ceux de R*; si le point À varie de façon que sa distance 
aux pôles et à la frontière de D, ait une borne inférieure positive, R, 
remplit les conditions du paragraphe 2, et, par rapport à chacun des 
points X et &, la différence R, — G* est sommable. Les relations (34) 
et (35) entrainent 


(39) (Es 2) pa Es 2) — 2 foal As JRA, Spd} dos où 
En nous servant non plus de H, mais du noyau K défini par la rela- 
tion (19), nous formons de même des fonctions d,(X; A) et 


w,(X;A)(1SnSs,;3 5, est parfois nul), holomorphes dans un domaine 
D, contenu dans D, et contenant A,, et qui remplissent les conditions 


(38) dn (Bs 2)— 2 f bal Ai A)K(A, E; À) dei 0, 
(39) Cap} [ non de =o, [non de =: (ISAR£SS, 1<P<Si), 


et nous formons en outre une fonction R,(X, ©; À), méromorphe dans 
D,, et quiremplit les conditions 
(40) &(X)Ro(X, 2; A) + G(X, E) e*(E; 2) 

—2 f(x, A)R,(A, &; D dn=Y cece CIR 


(41) g'(X 3 Mon(X: A) — à PRX ArtantA nd 
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De plus, si le point À varie dans D, de facon que sa distance aux pôles 
de R, et à la frontière de D, ait une borne inférieure positive, R, rem- 
plit les conditions du paragraphe 2, et, par rapport à chacun des points 
X et &, la différence R,— G* est sommable. Les poles de R, sont les 
points de D, où l’équation J,J;u —0o a plus de s, solutions linéaire- 
ment indépendantes. 


15. Nouveau choix d'opérations auxiliaires. — De ce qu’on a 


Ji Ji. Qn= 0, 
il résulte qu’en posant 
5 Jr — Pry 
ona 
J, Pp, 


mais il n’en résulte pas qu’on ait ¢,—o0. Si r fonctions ¢, sont, sauf 
pour des valeurs exceptionnelles de X, des combinaisons linéaires des 
autres, et si ces dernières sont linéairement indépendantes, nous 
pouvons faire en sorte que, parmi les r, fonctions ¢,, les r premières 
soient identiquement nulles; ce résultat est obtenu d'emblée dans 
deux cas : celui où les 7, fonctions +, sont linéairement indépen- 
dantes, et alors, pour la suite, on posera r = 0, et le cas où tous les ¢, 
sont identiquement nuls, cas où, dans les paragraphes suivants, on 
posera r—7r,; nous supposons donc ici o<r<{r,. Pour obtenir le 
résultat annoncé, il suffit de remplacer les r, fonctions 9,(X; À) par 
r, combinaisons linéaires distinctes, les coefficients qui interviennent 
dans ces combinaisons étant méromorphes par rapport à z dans un 
domaine qui contient À, ; en même temps, les fonctions ¢, sont rem- 
placées par d’autres, déduites des premières par la transformation 
transposée de l’inverse de celle qui intervient pour les 9, (de sorte 
que si les 9, et les p, étaient des variables indépendantes, ces transfor- 
mations conserveraient 2,9,°,); on vérifie en effet qu'ainsi les nou- 
velles fonctions o, et », remplissent encore les conditions (32), ce qui 
suffit pour notre objet; il est d’ailleurs évident que les identités (36) 
et (37) subsistent si, sans changer R,, nous y remplacons les anciennes 
fonctions 9, et ¢, par les nouvelles. La question étant ainsi ramenée à 
la recherche de la transformation linéaire à appliquer à l’ensemble des 
fonctions 9,, nous remarquons que les fonctions J,2,— v, subissent la 
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méme transformation linéaire. Des lors, cette transformation et le 
nombre r se trouvent par le procédé de l’orthogonalisation : par les 
points À, et séro (non confondus puisque, par hypothèse, r, n’est pas 
nul), menons une droite dont L sera un segment ouvert, contenu dans 
D, et contenant À, ; en supposant que À appartienne à L, nous formons 
des combinaisons linéaires w,(n =7,,7,—1, ... ) de nos fonctionse,, 
telles qu’on ait, quels que soient 7 et p, 


(n= p) [wurde = 0, fret, 


w, désignant l’imaginaire conjuguée de w,; le procédé classique 
s'arrête de lui-même après la formation de 7, —r fonctions w,, car, 
après qu’on a retranché des r fonctions +, encore inemployées, des 
combinaisons linéaires de ces r,—r fonctions w,, de façon que les 
restes soient orthogonaux à ces fonctions w,, ces restes sont nuls. 
Ainsi nous avons trouvé une transformation linéaire, de déterminant 
non nul, qui, appliquée aux ¢,, donne r,— r fonctions linéairement 
indépendantes et r fonctions identiquement nulles, À appartenant à L 
et n'étant pas exceptionnel; des raisonnements semblables à ceux du 
paragraphe 11 prouvent d’ailleurs que les coefficients qui définissent 
cette transformation sont méromorphes dans une région qui contient L; 
dans cette région donc, en dehors des pôles des coefficients, nous 
avons bien r, —r fonctions linéairement indépendantes qui sont des 
combinaisons linéaires des ¢,, et r autres combinaisons linéaires qui 
sont identiquement nulles. La transformation linéaire, à coefficients 
méromorphes et à déterminant non nul, qui vient d’être appliquée aux 
e,, C'est celle qu’il suffit d'appliquer aux 9,, d’après ce qui a été dit il 
ya un instant. 

Toutefois nous désirons que les fonctions >, Soient non seulement 
méromorphes, mais holomorphes dans un domaine qui contienne A, : 
nous y parvenons encore par fe procédé de l'orthogonalisation, 
appliqué comme aux paragraphes 9 et 14, en rangeant les fonctions 
déjà obtenues dans l’ordre naturel des indices; ainsi les r premières 
nouvelles fonctions 9, dépendent uniquement des r premières fonc- 
tions déjà obtenues, et le résultat antérieur n’est pas détruit. Les 
fonctions +, holomorphes qui résultent du nouveau calcul, sont linéai- 
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rement indépendantes; les fonctions e, Sont aussi holomorphes; les 
r, — r fonctions J,9, dont l'indice n est >r, sont linéairement indé- 
pendantes, sauf peut-être aux pôles d’une certaine fonction méro- 
morphe. 

Nous supposons que ces opérations, et les opérations analogues 
relatives aux ,, pour lesquelles intervient l'opération 


Jiu(2) = ¢(Z)u(Z) —1 f GCA, Æ}u(Æ) doi, 


nommée l’associée de J;, ont été accomplies avant la formation de R, 
et de R,, de sorte que nous n’avons pas a changer les notations du 
paragraphe 14. Pour les ¥,, s sera le nombre analogue à r, de sorte 
que, si s est positif, les L, dont l'indice n est <s rempliront la condi- 
tion : 

JU 0 WG 


et, si s est <s,, les autres Kvn seront linéairement indépendants. 
L'ensemble D., qui contient A,, est, par définition, tel que toutes les 
fonctions 9, On, Y, et w, y sont holomorphes, et R, et R, y sont méro- 
morphes. 

Sir, est >r20, nous allons maintenant former un autre noyau R;, 
analogue à R, ; il sera relatif à une opération J{*, qui doit remplir les 
mêmes conditions que J;. Pour R;, les fonctions analogues aux 9, 
comprendront d’abord 9,, 92, ..., 9,, puis un nombre indéterminé 
r,—r d’autres fonctions, que nous nommerons encore ?,, en donnant 
à l'indice n des valeurs supérieures a7, : 7, <n£r,+r;—r(sir, est 
> r). Mais nous voulons absolument que les r, + 7,— 2r fonctions 9, 
dont l'indice n est >r(savoir r, — r fonctions qui interviennent pour 
R,,etr,—r fonctions qui interviennent pour R, ), soient linéairement 
indépendantes. Il s’agit de former une opération J", remplissant les 
conditions du paragraphe 7, et telle que, pour aucune combinaison 
linéaire © des ¢, pour lesquels on a r<<n£r,, on alt dpi 0 
sauf peut-être aux pôles d’une certaine fonction méromorphe de À, et 
à moins que 9 ne soit identiquement nul. Pour cela, nous posons de 
nouveau J,9,=¢,("7< n<r,) et nous reprenons les combinaisons 
linéaires w, des ¢,, combinaisons qui constituent un système ortho- 
gonal et normal en tout point de L; nous nommons sy, les fonctions 
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holomorphes de À qui coincident sur L avec ces combinaisons linéaires, 
et nous nommons u, les fonctions holomorphes de À qui coincident 
sur L avec les imaginaires conjuguées des w,, de sorte qu'on a 


(n—p) | wuude=o, fonder: 


les 2r,— 2r fonctions s, et w, ne sont peut-être holomorphes que 
dans un domaine D, compris dans D,, mais D, contient A,; si elles 
sont holomorphes dans tout D,, D, sera identique à D... Alors, à la 
fonction G* qui nous a fourni R,, nous ajoutons la fonction 


S(X, SS À) = Z,<n<r;an(X; A) ttn(S; À), 


où les a,(X; À) sont des fonctions linéairement indépendantes, arbi- 
trairement choisies, mais holomorphes dans D,; c’est cette somme 
G*+S qui remplace G* pour la formation deJ;* et de R;. Il est clair 
qu’on a 
Jia —=— Aan, 

résultats linéairement indépendants par hypothèse (car si le point 
zéro appartenait à D, tous ces calculs seraient sans objet, r, étant nul). 
Ainsi les r,+r, — 2r fonctions +, dont l'indice n est ©r, sont linéai- 
rement indépendantes, sauf peut-être aux pôles d'une certaine fonc- 
tion méromorphe (les pôles des coefficients qui ont servi à former 
les ,). 

Si nous remplaçons R, par R, dans le premier membre de (36), il 
faut remplacer le second membre par 


T  Pn(X; A) Pn(S; À) @n(X3 A)pn(S; À) 
dowd 1) < A DAME 


Retranchons membre à membre la nouvelle identité de la première : 
[Ri(X, 2; 4) — R;(X, ZE; )]g (=) 
2 fiRX, A; 4)—R,(X, A; 2)]G(A, ©) day 


PS Qn(X ; À)Pa(Æ; À) => Qn(X; À)Pa(Æ; À) 
rons À ‘ n>rs À ù 
Au second membre figurent r,+r,— 2r fonctions 9, linéairement 


‘ 


indépendantes. Donnons à X successivement ri + rs —2r positions, 
de façon que, pour un point %, où R, et R; sont holomorphes, le 
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déterminant des valeurs de ces ©, ne soit pas nul; nous avons ainsi 
r,+r,— 2r équations que nous résolvons par rapport aux o,. Nous 
mettons ainsi chacune des r, + r,— 2r fonctions ¢, sous la forme 


PR CE: A) = ea (Es Ne (ee 2 fr (A: GLANS des 


où les 7, sont méromorphes dans D,. En posant alors 
R,(X, 2; A) = Ri (X, 2; A) — Zrcngrpn(X 5; A) (EE; À), 


nous avons 


(43) g*(X; A)G(X, E) + R,(X, 2; A)g(S) 
2 f RX, A;2)G(A, Sey ee 


(44) g*(Es De (&: 2) — 2 f pa(A: DR(A, Bs A)dayo + (nr), 


la dernière relation résultant de (32) et de (37). 

Nous formons de même une fonction R;, méromorphe dans un 
domaine D,, contenu dans D, et contenant A,, et qui remplitles mêmes 
conditions que R,, mais pour laquelle s, est remplacé par s, de sorte 
qu’on a 
(45)  g(X)R;(X, 3; 4) + G(X, =) g*(S; A) 

ACS @n(X; A)dn(S; À 
af G(X, A)R,(A, &: Ndy=y, RE, 


(46) g*(X; A)m,(X; À) — nf BAX, A; d)o@n(A; À) doi = 0 (RSS 


Si r ou s sont nuls, il suffit de remplacer par zéro les seconds 
membres de (43) ou de (45), et de supprimer les relations (44) 


ou (46). 


16. Opération résolvante au sens élargi. — Nous allons maintenant 
former une fonction N(X, Æ; A), méromorphe dans D,, remplissant 
les mêmes conditions que R,, et qui peut remplacer R, et R, dans 
toutes les relations (43) à (46). 

Dans (43), nous remplaçons = par B, nous multiplions les deux 
membres par AR;(B, =; 4)do,, nous intégrons sur VY, et nous 
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ajoutons aux deux membres de la relation ainsi obtenue les produits 
des deux membres de (45) par g*(X; À) : 


à [Rx As 1)g(A)R, (A, 2: À) don 
i fn (B, =: à) PRX A CCAS By de, das 
+ o*(X; A)g(X)R;(X, Æ; A) + 9*(X; A)G(X, =)a*(S; A) 
=D... 2% 2) feat As A)R;(A, =; À) dos 
~ @q(X; A) by (3; A) 
a (X: À i / ; 
ae ( Ds À 


En échangeant d’une part les rôles de R, et de R;, d'autre part ceux de 
X et de €, nous obtenons 


if BAX, As et AVRAA Sd) des 


x [Rx A; à) f GA, B)R;(B, =; À) dos dos 
+ 8" (=; A)g(E)R,(X, E; A) +2" (X; A)G(X, E)£8"(E; A) 
sono er Pal Ri A) pel S54) 
ek seh spp À 
+) hy (5 à) f Rx, A; À)oy(A; À) dos. 
qs : 


En nous rappelant que R,—G* et R; — G* sont sommables, nous 
trouvons 


fr, =: i) [BAX A; 1)G(A, B) do, don 
= fra, Fe à) f Ga, BYR, (Bp Sp À) 40 day 
+ 72Q2(X)o(X)e*(X; AR, (X, ZB; 2) — mr @(E)c(E)c'(E; A)R,(X, Ed). 
Nous devons en outre observer qu’on a, d’après (16), 


gs — Pr? Q?ec*=1. 


Alors en retranchant membre à membre une des deux relations pré- 
cédemment écrites de l’autre relation, puis en simplifiant et en faisant 
passer certains termes d’un membre dans l’autre, nous obtenons 
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l'identité 
(47) R,(X, #; à) 
WE; a)T., 
+e [ei Da,(X; 9) 
1 RX, A; h)ey(A5 3) de | Rix se 1) 


+, le “(Bs 0) on(Z; 2) )— 2 fipn(As A)BS(A, Bs 2) dn | 


dont nous désignons les deux membres par N(X, =; À) : 
( ie a =. 7 (2; À) 
PONS NSB OE NE LE 
x] sx: Aare 1)—2 [RX fe Jay (A 2) de |. 


Maintenant nous constatons les identités 
(49)  -N(X, 2; A) g() + g*(X; 4)G(X, E) 
—à [N(X, AV 0) G(A, E) doy A Neti, 


(50) CE; Apn(Zs À )— à fat As DN( Ree gh is rende 


(51) G(X, =)g8" (=; 1) + g(X)N(X, &; à) 
= =. Æ w(X; A) bo (SB; À) 
nf G(x, A)N(A, €: de), eee, 


(52) go (X; A)o,(X;5A)— à NX, A; A)@,(A; À) dai= 0 (1$q§s). 


Comme, d’après (48), N — G* est sommable quand À n’est pas un pôle, 
le dessein annoncé au début du paragraphe est accompli. Il n’y a 
aucune identité (50) quand rest nul, ni aucune identité (52) quand s 
est nul. 

Lorsque la distance du point À aux pôles de N et à la frontière du 
domaine de E ot N est méromorphe, a une borne inférieure positive, 
N remplit toutes les conditions d’abord imposées à G*. La notation I, 
désignera dans la suite l'opération 


(53) Peer x: Du(X)—à f NX, ARTE LAY doe: 


c’est ce que nous nommons une opération résolvante au sens élargt; 
Ann. Ec. Norm., (3), LVI. — Fasc. 2. 20 
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N sera nommé un noyau résolvant au sens élargi; nous sous-entendrons 
souvent les mots : au sens élargi. Nous rappelons que N est méro- 
morphe dans un certain domaine qui contient un point À, donné 
de l’ensemble E; les pôles sont indépendants de X et de =. 


17. Premier cas de la discussion. — Supposons que À soit situé 
dans le domaine de E où N est méromorphe, et ne soit pas un pôle 
de N. Nous allons discuter l'équation (12) dans ce cas. 

D’après (49), toute solution de (12) satisfait à l'équation 


W(X) — SazrQu(Xi h) f pa As Hu (A) da = LJ (X). 
On a donc nécessairement 
(54) u(X)=hS(X) + Znsranqn(X; à), 
où les a, sont indépendants de X. Les a, doivent être choisis de facon 
qu'on ait 
(55) Un =f u ds (1Sn<r). 


Mais on a 
feats A) Lf (A) dos 
= (ral eters À)Pn(A ; 2) à feux: A)N(X, A; i) dox | das, 


et le second membre est nul, d’après (50). D'après (32), les relations 
(55) sont donc satisfaites, quels que soient les a,. Ainsi toute solution 
de (12) est de la forme (54); mais nous ne savons pas encore si l'équa- 
tion (12) est compatible. Toutefois, si elle l’est, toutes les fonctions w 
dont (54) est l'expression générale, en sont solutions, car d’une part 
une certaine d’entre ces fonctions en est solution, et d'autre part tous 
les », satisfont al’ équation homogène (12 bis). 
Posons maintenant, dans (12), 


(56) w(X) = Te(X); 


nous parvenons, d'après (51), à l’équation 


p(X) 203s eae (Xe 2) f pts 1) e(A) doy f(X). 
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On a donc nécessairement 
e(X) = f(X) + Zossbgwy(X; À), 


où les b, ne dépendent pas de X. On doit avoir 
by =f Yyede (1548s); 

d’après (39), ces dernières relations équivalent à 

(57) frud=o (S488). 


Or nous avons, quels que soient les b,, 


(58) &(X)=Lf(X), 


d’après les identités (52). Si donc les conditions (57) sont remplies, 
la fonction u donnée par (58) est une solution particulière de (12), 
dont (54) exprime alors la solution générale. Siles conditions(57) ne 
sont pas remplies, la fonction uw donnée par (58) satisfait non pas à 
l’équation (12), mais à l'équation 


Ju(X) = f(X) — Zgs:sw,(X ; i) f Py da ; 


comme cette fonction u est de celles qui sont exprimées par (54), 
l'équation (12) est alors incompatible. 

En résumé, les s conditions (57) sont nécessaires et suffisantes pour 
que (12) soit compatible. Si elles sont remplies, (54) exprime la solution 
générale, et (58) est la solution caractérisée par les conditions. 


(59) [enr de = (1<nSr). 


Il ne semble pas nécessaire d’énoncer séparément ce qui convient 
pour le cas dans lequel 7 ou s sont nuls. 


18. Gonséquences. — Soit D un des domaines (ensembles ouverts 
connexes) qui constituent l'ensemble E du paragraphe 7. Quel que sout 
le point À, choisi dans V), et quel que soit le noyau résolvant formé 
(N dépend des fonctions p, etw,, qui sont arbitraires dans une certaine 
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mesure), on obtient touiours les mêmes nombres r et s. En effet, soient 
À, et À, deux points de D; réunissons-les par une courbe située dans D. 


Cette courbe est un ensemble fermé, dont chaque point est intérieur 


à un domaine où l’on peut former une opération I, ; d’après un théo- 


rème de Borel et de Lebesgue, cette courbe est donc recouverte par un — 


nombre fini de tels domaines. Si deux de ces domaines ont une partie 
commune, il est évident, d’après le paragraphe 17, que le système des 
valeurs de r et de s est le même pour tous deux; donc, de proche en 
proche, ces systèmes de valeurs sont les mêmes dans le domaine qui 
contient A, et dans celui qui contient À,. Ces nombres r et s sont donc 
attachés au domaine D. 

Une autre conséquence de cette discussion est que, une fois choisies 
les fonctions 0, et w,, qui, avec les deux systèmes de fonctions 9, et 
v,, donnent lieu aux relations (32) et (39), la fonction N, telle que 
N — G* soit sommable, est entièrement déterminée par les conditions (50) 
et (51). En effet la solution générale de (51) s'obtient en remplaçant 
N(X, &; A) par N(X, E; À) + Encro,(X; A)a,(E; À), où les a, sont 
arbitraires; ensuite (50) nous donne Àa,(Æ; À) =0, d'où a,=o0 (on 
se rappelle que, si D contient le point zéro, r et s sont nuls d’après le 
paragraphe 8). Donc les identités (49) et (52) sont des conséquences 
de (5o)et de (51) ('*). 


19. Exemples. — Si G(X, =) est sommable par rapport a =, D com- 
prend tout le plan, sauf le point à l'infini, et ret s sont nuls. Il est 
utile de citer des exemples où l’un au moins de ces nombres n’est 
pas nul. 

Comme premier exemple, prenons une variété VY formée d’une seule 
partie connexe, sur laquelle les points sont déterminés par la coor- 
donnée æ, par rapport à laquelle les fonctions données et inconnues 
doivent avoir la période 27; l'élément de Ÿ est dx; enfin on a 

Jiu(x)=— rf cot =? u( y) dy. 
© 


2 


Pour cette opération, l'ensemble C du paragraphe 7 se réduit à l’unique 


('*) De même, dans Particle cité m, les identités (38) et (41) résultent des conditions 
(39) et (fo); ce n'était pas mentionné dans cet article. 
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point zéro. Pour toute autre valeur de à, l'équation homogène J,u — 0 
a comme solution générale une constante arbitraire (2°); il en est de 
même de l'équation homogène associée. Donc les deux nombres ret s 
sont ici égaux à un. 

Pour avoir un deuxième exemple moins simple, prenons la même 
variété 4, et choisissons deux fonctions réelles g(a) et u,(æx), sou- 
mises à des conditions de Lipschitz, et dont le produit est identique- 
ment nul quoique aucun des facteurs ne le soit : il suffit, par 


exemple, que g(x) soit nul dans tout l'intervalle (o, =); et que w, (x) 
soit nul dans tout l'intervalle CG ar.) Soit b(a) une fonction telle 


qu'on ait fou dx = 1. Soit enfin 


2 


a(x) = foot IA ui( y) dy. 
Si l’on pose 


Ju(xz)=g(x)u(x) — aa ff [eo 


Ly 


2 


—a(x)b (| ws) dis 


l’ensemble C se compose d’un segment de l’axe purement imaginaire; 
les extrémités de ce segment ont pour affixes respectifs le produit de z 
par le maximum de |g|et le nombre opposé. Ici, le nombre r est au 
moins égal à un, car u, est une solution de l’équation homogène, quel 
que soit À. Nous verrons (§ 21) que le nombre s est ici, comme dans le 
premier exemple, égal à r. 

On trouvera plus loin (§ 23) un exemple précis où r n’est pas 
égal à s. 


90. Pôles du noyau de l'opération résolvante. — I] s’agit de com- 
pléter notre discussion, en traitant le cas où est un pôle de N. A vrai 
dire, si l’on fixe À, sans s'inquiéter si l’on est en un pôle de N, on 
peut développer des raisonnements semblables à ceux qui ont prouvé 
l'existence de N; c’est même plus simple, car il n’y a pas à s'occuper 
de la façon dont les fonctions formées dépendent d’un paramètre : 


————————_————_———————————————————————— 


(2) Cet exemple se rattache à une équation étudiée antérieurement (7, spécialement 
Chap. III, § 3). Cette équation avait d’ailleurs été étudiée par Villat dans son article cité. 
auquel Volterra et Pérès l'ont empruntée pour leur Ouvrage cité (t. I, Chap. IX, § 17). 
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i étant fixé, il n’y a plus de paramètre. On prouve ainsi que l'équation 
(12 bis) a un certain nombre fini die re nul) de solutions linéai- 
rement indépendantes On (1SnSr, sir n’est pas nul), et quel’équation 
homogène associée 


(60) g(E)0(Z) = 1 f GA JE (A Yi 


en a un certain nombre s (peut-être nul); soient Ÿ, ces dernières 
fonctions (1<q<s, si s n’est pas nul). Les raisonnements du para- 
graphe 17 prouvent encore que, pour la compatibilité de l'équation (12), 
il faut et il suffit que f soit orthogonal à tous les 4. Mais sur la compa- 
raison entre les nombres r et s relatifs à un point donné À, et les 
nombres r et s relatifs aux points infiniment voisins, nous ne savons 
qu'une chose : leurs valeurs au point donné sont au moins égales aux 
valeurs relatives aux points infiniment voisins (à cause de l’existence 
des fonctions holomorphes 9, et Ÿ, du paragraphe 14). L'étude sui- 
vante nous renseignera plus profondément : sir et s sont les nombres 
attachés au domaine D (§ 18), les nombres des solûtions linéairement 
indépendantes des deux équations homogènes associées J,u=o et 
J,u =o, quand à est un pole de N, sont respectivement r+ t et s +4, 
. où Zest un même nombre positif (et non nul). 

Dans (51), remplaçons À par un autre nombre wu. Traitons |’ identité 
(49) et l'identité (51) ainsi modifiées, de la même façon que nous avons 
traité les identités (43) et (45) pour en déduire (47); en utilisant en 
outre les identités (50) et (52), et en divisant par À — y, nous par- 
venons à l'identité 
(61) AT: A; A)e(A)N(A, ERA de che eee 

— x gen )e(S)e*(S; p)N(X, E; A) + 1Q2(X)e(X)c*(X; 4) N(X, E; p)| 


tu . On \ =; À)—p,(E; p-) 
= 5 Inn & ‘her cpa AS 
n(A; A n(A; 3 
cba afro eC es EU à 
F | À—p 
à N(x, Ayn) A D ar 
A—p #4 


où la fonction donnée G ne figure plus. 
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Soit # un pôle de N(X, #; À) dans E; & n’est certainement pas nul. 
Dans le développement de ce noyau suivant les puissances ascendantes 
de À —&, soit Q(X, =; À) l’ensemble des termes oul’ exposant de À — k 
est négatif. D’après l’identité (61), nous avons 


(62) QU, As HetA)QUA, Bs wa + SEEN REED Le, 

Nous remarquons en outre que Q(X, =; À) coincide, pour X distinct 
de 2 (etA 4), avec une fonction qui est continue même quand X et 
= se confondent : en effet on trouve successivement qu’il en est ainsi, 
pour l’ensemble des termes où l’exposant de À — # est négatif, dans la 
fonction R* du paragraphe 14, puis dans toutes les fonctions R,, et 
enfin dans N. Bien entendu, Q remplit aussi les conditions du para- 
graphe 2, et même il remplit par rapport à X et a= des conditions de 
Lipschitz, pourvu que | À — 4| ait une borne inférieure positive. 

Nous tirons de (62) 


Q(X, =; 1) +2 LAU A; o)g(AJQ(A, E: dei O(X) 3; 0 


et cette identité signifie que, par rapport à g do, Q(X, =; À) est le 
noyau résolvant relatif au noyau — Q(X, =; 0)(?'). D'autre part, en 
ordonnant les deux membres de (51) suivant les puissances ascen- 
dantes de À — #, et en prenant l’ensemble des termes dont l’exposant 
est négatif, il vient 


z(X)QUX, €: 2) —2 | GX, A)O(A, =; i) da=— f G(X, Mina SE) dae 


ou la signification de B, se trouve dans le développement 
n=p 
Q(X, 3; à) => Bid Bh hie. 


n=t 


De la nous déduisons 
2 [LG (X, A) +g (X)Q(X, As 0)g(A)IQUA, E32) day 


= [ G(x, ASB, (Ac = dee = o(X)0(X, Z; 0). 


(21) Pour les définitions et les raisonnements nécessités par le fait que g peut s’annuler, 
dans l’article cité m, spécialement Chap. I, §§ 4 et ï 


"ME ae 
By Sedan par rapport wk et en séparant les termes, 0 Ae 


| trouvons — 
: ue k 


JIGS A) +000 Ay ood Sa 


Er sipest >1, 


Pgh [G(X, A) + g(X)Q(X As 0) g(A)][ABa(Ay Z) + Baas (Ay Edo 
(a <p);. 


enfin, avec les termes de degré zéro, nous obtenons une consequential 
ae Videntité | 


fe As 0)g(A)BU(A, 5) day= QUE: 0), 


qui résulte de (62) en y faisant Ao. De là résultent toutes les 
identités 


(63) fie +000 A; o)&(A)JB (A, Z)ds,=o (1SR£p), 
et par suite Me 

- (64) fiex A)+g(X)QUX, A; o)g(A)IQ(A, Ej 2) dr 0. 

On obtient de Fr les identités | 


(65) fr A)[G(A, E)+g(A)Q(A, 5; o)g(E)]dai—o (1S nSp), 


(66) fex A; A)[G(A, ©) + g(A)Q(A, &; o)g(E)] doi 0. 


Or nous savons (par le travail cité »m)qu’on peut écrire 


a 
2 kQ(X, 2; 0) =— DP) SP 90.9(X) Va s(E), 


o=1 81 


où les deux systèmes de fonctions linéairement indépendantes Pas et 


Me. 
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Las remplissent, d’après (64) et (66), les conditions 
[IG +800 As og (Ales s(A) dx 0 
IÉPOCOSEONTER PEN en 
et sont liés par les relations 


a on... CPE Eine 


0 dans les autres cas; 


il en résulte qu’on a 


g(X) Pa, (X x fc X, A)pas(A) d = * le Loyal} PORE 6=1, 
ë Pa,B ) . ( )9 3 ( ) doy — 8(X)Pa,s-1(X) pour B>1, 
pour 6 = p(a), 


i = ral oO 
Ans) kf Yas AGUA, =) dox=) — g(E) Ve.841 (€) pour B < p(a). 

Par conséquent, pour À = f, les t fonctions 9,,, satisfont à l’équa- 
tion (12 brs); ces t fonctions sont linéairement indépendantes entre 
elles, et nous allons prouver que, avec les r fonctions o,(X; #), elles 
forment un système de r+¢ fonctions linéairement indépendantes. 
En effet, d’après (50), les termes d’exposants négatifs, dans le déve- 


loppement de À f eu (A; A)Q(A,E; À) do, suivant les puissances ascen- 


dantes de À —#, sont nuls. Or Q(X, Æ; À) [noyau résolvant de 
— Q(X, &; o)] est bilinéaire par rapport aux deux systèmes de fonc- 
tions pas et Ya; comme les W. 4 sont linéairement indépendants, le 
coefficient de de pa(E)(h—#)/#, dans le développement de 


à f eu(A; À) Q(A, BA) do,, est zéro; cela équivaut aux relations 
(67) fenvsade = 0 (ET ETS), 


où, dans o,, A doit être remplacé par #. Si donc nous avons une 
identité 
n =} asl 


D angn( Xs k) + Dbagaa (0 = 0, 


TA X—=1 


où les a, et les 6, sont constants, les égalités (32) et (67) permettent 


21 


Ann. Ec. Norm., (3), LVI. — Fasc. 2; 
41 * 
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d’en déduire que tous les a, sont nuls; comme les 9, sont linéaire- 
ment indépendants, les b, sont nuls; ainsi tous les coefficients de 
cette identité sont nuls, ce qu’il fallait démontrer. 

Je dis enfin que toute solution de |’équation (12 bis), pour A=A4, 
est une combinaison linéaire des r+ ¢ solutions ainsi trouvées. En 


effet, soient 
P(X, 5; À) NX, E; À) TE Q(X, = À), 


L 
et =. bs = 
R(X, E)= P(X 25k) + ED tes (X) bas (E), 
a1 
ou la derniére somme ne contient effectivement que les valeurs de « 


pour lesquelles p(«) est >1; des relations (49) et (51) et des calculs 
du présent paragraphe se déduisent les identités 


(68) R(X, E)g(E) +8" (Xi )G(X, B)—& f R(X, A)G(A, E) den 
=>... Pets D pas 9) = s) Xa<tQa1(X)Va1(&), 


(69) G(X, Z)g*(E; 4) +e (X)R(X, E)—k f G(x, A)R(A, €) doy 


=y SRE 0 A = Za<1Pzx.pia)(X)be,pia)(E), 
dont la première entraîne ce qui vient d’être annoncé. 

Des raisonnements semblables, où intervient l'identité (69), 
prouvent que pour À = & toute solution de (60) est une combinaison 
linéaire des s + ¢ solutions particulières Ÿ, et 4 pia), qui sont linéaire- 
ment indépendantes. 

Ainsi, comme nous l’avons annoncé, il existe un nombre positif t tel 
que, pour À =k, le nombre des solutions linéairement indépendantes de 
l'équation (12 bis) est r+-t, et le nombre analogue pour (60) est s +t. 
La différence est la même : r—s, qu'aux points de D qui ne sont pas des 
pôles de N. 

D’après cela, de quelque facor que soient choisis les e, et les w,, 
sous réserve des conditions de Lipschitz et des relations (32) et (39), 
les pôles du noyau résolvant ont toujours les mêmes positions. 


21. Etude du point à l'infini. — Si le tenseur c ne s’annule en aucun 
point de Ÿ, nous avons vu (§ 7) que le point A= + fait partie de 
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l’ensemble ouvert E. Il existe donc un domaine D qui comprend ce 
point. Que deviennent, pour ce domaine D, les résultats qui pré- 
cèdent ? Nous allons voir qu'ils subsistent, même au point A = +, avec 
ce renseignement stpplomoentaire qu’on a toujours r=s. 

Le développement de.c* suivant les puissances descendantes de À 
commence par un terme en A~*; nous pouvons donc supposer qu'il en 
est de même pour le développement de G*(X, #; À). En conséquence, 
nous poserons pour un instant 


K(X, == lime f GX API) GANE) de 
Si l’équation 
LE) — K(x, HT) eo 


n’a que la solution zéro, on trouve que, dans le paragraphe 14, le 
développement de R*(X, =; À) suivant les puissances descendantes de 
À commence par un terme de degré — 1, et.le développement de R, 
commence par un terme de degré — 2. Des hypothèses semblables 
entraînent que les développements de R, et de R, (§ 15) commencent 
au degré — 2. Si, de plus, au paragraphe 15, le point À = o n’est pas 
un des points exceptionnels pour lesquels les 9,,(X; À) dont l’indicen 
est >r, cessent d’être linéairement indépendants par rapport à X, le 
développement de R, commence aussi au degré — 2. Une conclusion 
semblable est valable pour R,, et alors, au paragraphe 16, le dévelop- 
pement de N(X, &; A) suivant les puissances descendantes de À 
commence au degré — 2. | 
D’après cela, nous considérons d’abord le cas où h*N(X, &; À) n'a 

pas de pôle à l'infini, et nous posons 
N(X, 23 A) = 2nz0M,(X, EB). 


Alors les identités (49) à (52) entrainent 


(16 bis) — [Mc NIGMS de, 2 BiG ayliX; oye Esa), 
_ (50 bis) f en(As ce) o)M,(A, =) do,=0, 
(51 bis) — fc (X, A)M (A, 2) doi = Zgssog(X; co) (Æ; «), 


(5a bis) fu A Jus (A3) doy. 
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De plus M,(X, 2) — se nM G(X, E =; À) est sommable. On en conclut, 
comme au LS LU 17, que l’équation (14) n’est compatible que si 


l’on a 


(57 bis) IMTES GSgs£s); 
si ces s conditions sont remplies, l'équation est compatible et l’on a 


(54 bis) u(X) =— { M(x, A) f(A) doy + 2n<rGn9n(X; 0), 


ou les a, sont des constantes arbitraires. 

Mais si quelqu’une des hypothèses faites en suivant la formation 
de N, n’est pas réalisée, le point Aoo peut être un pôle pour 
?N(X, &; A), et l’on a alors 


(70) N(X, =; A) = XocngpBp(X, E)A + Znz0Mn(X, Ein, 


On constate, en suivant la formation de N, que les B, sont continus 
méme quand les deux points sont confondus; des conditions de 
Lipschitz sont remplies par rapport à chaque point. Nous posons 


(71) Q(X, as À) = Xo<cn<spB,(X, =) A", 
(72) Q(X, EE; Ay = Q(X, E; A) —B,(X, E)a—. 


L'identité (61) nous montre qu'on a: 


fox, As ECAIQA, sp + SO 5) QUE 
is 


Comme Q, est un polynome en A, on peut y faire À — 0; nous voyons 
donc que Q,(X, ©; À) est le noyau résolvant de —Q, (X, = =; 0) relati- 
vement a gdo. Mais nous avons en outre, toujours d’après (61), 


(74) fe A; )g(A)Q(A, Es p) doy 


QR EN — Q(K, Sip), QUK 5) | QUX, Es p) 


Sune = 
fom p Aout baa 
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identité d’où nous tirons 


(95) [BX Dec B) del BCE) 0, 
(76) fax A)g(A)Q (A, =; 2) di Q(X, E 2), 
(77) fox A; A)g(A)By(A, =) doy — Q,(X, E; 2). 


Or l’équation homogène 
W(X) + f BAX, A)g(A)w(A) do,=o 


est du type de Fredholm, et par suite elle n’a qu’un nombre fini de 
solutions linéairement indépendantes. Les identités (75) et (76) nous 
indiquent que les fonctions B,(X, 2) et Q,(X, 2; 0) ou B,(X, &) sont, 
quel que soit =, des combinaisons linéaires de ces fonctions æ(X); 
B,(X, =) et B,(X, =) sont donc des sommes de produits de fonctions 
de X par des fonctions de Æ. Comme en outre le noyau résolvant 
Q,(X, 2; À) de — B,(X, =) est un polynome en À, des raisonnements 
semblables à ceux de Goursat (°°?) permettent d’écrire, si Q, n’est pas 
identiquement nul, 


(78) B:(X, EB) = — By Zgcpia) Pa. 8 (X) Vo,B+1(Æ); 


où « et B prennent tous les systèmes de valeurs entières et positives, 
telles qu’on ait 

ash, B<p(a), 
p(a) étant un entier au moins égal à deux pour «<4, et l’on a, pour 
toutes les fonctions ©, et Y,,, qui figurent dans (78) [on a donc, pour 


elles, 8 < p(a) eto >1], 


(79) f vastras de = 


I quandona a=yY et 50; 


0 dans les autres cas; 


les fonctions 9,,, sont linéairement indépendantes, et les fonctions 


(22) Epovarp Goursar, op. cit., Chap. XXXI, §§ 377 et 578. 
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Ÿ.,: le sont aussi. La formule (76) entraîne donc, en faisant à = 0, 
(80) BR Aye(Aens(A) di =— u8(X), 

et la formule (77) entraine 

(81) [taste (AB A Ed tap). 


D'après (78) et (79), nous avons aussi 
pour B—:1, 
— Pa 3—1(X) pour 6>1, 
pour 6—p(a), 
Yo,g+1(2) pour B<p(x). 


(82) TES A)g(A)oa,a(A) drs= 
(83) fYas(Ag(A)B(A, jdn) ? 


Nous nous proposons maintenant de construire des fonctions ®, p{a) 
et b.,,(a2t,), telles que les formules (79) à (83) restent valables 
même quand ces nouvelles fonctions y figurent. Soient op, et tT, (15 at) 
des fonctions d’un point de ?, remplissant des conditions de Lipschitz 
et satisfaisant aux relations 


fe y sed =| I pour y=a et d= p(a), 
a Yy7.68 = Z 


dans les autres cas, 


our =a et =; 
J'ensriede =| ; P Y p | 
O 


dans les autres cas. 


Si nous posons alors 
gapiai(X) =— f B(X, A)g(A)pa(A) dx 
+ 2yera(X) fry(Ads(A) f B(A, E)g (pat) doz dan, 
Yas(E)=— fta(A)g(AYB(A, E) do, 


nous constatons que les formules (79) à (83) restent valables même 
pour ces nouvelles fonctions, qui remplissent des conditions de 
Lipschitz. D'après (79), la suite des @,,4 et la suite des 4, 8 forment 
un système biorthogonal et normal; donc chacune des deux suites est 
composée de fonctions linéairement indépendantes. 
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Ce point acquis, nous posons | 
B(X, &)=— Zac ts 28 Da s(X) Va s(E) : 


le second membre contient toutes les fonctions que nous venons de 
définir. Nous avons, d’aprés (79), (80) et (81), 


(84) fc A)— B(X, A)]g(A)B(A, 2) doi—0, 
(85) fe A)g(A)[Bi(A, 2) —B(A, Æ)]doi—o, 


et, d’après (75), 


ftB0cx a) 


_—B(X, A)]g(A)[Bi(A, 2) — B(A, Æ)] doi+ B,(X, 2) — B(X, E) =o. 


Puisque, d’après (75), B,(X, Æ) est une somme de produits de fonc- 
tions de X par des fonctions de 3, nous écrivons 


x =t B=p(x) 


(86) Bi(X,=)=—) À pas(X)Vap(E), 


CNET 


où ¢ est un entier 2£, ; pour a > £,, on convient que p(a) est égal à un; 
les dernières identités écrites nous permettent de conclure que les 
formules (79) restent valables pour les nouvelles fonctions 9,,, eth.. 
Il n’y a rien à changer à cette conclusion si Q, est identiquement nul, 
mais ¢, est nul dans ce cas (?°). 

Or nous déduisons des identités (49) et (51) 


QUX, E; De(E)=1 [ QC: A; 2)G(A, E) des, 


¢(X)Q,(X, E; 1) =I f G(X. A)Q(A, &: À) doy, 


(23) Dans le Mémoire 7, Chap. III, § 9, une erreur avait fait énoncer que l’ordre du pôle 
à l'infini, dans le cas particulier alors traité, serait toujours un [comparer la deuxième 
relation après (36), dans le Mémoire #, avec l'actuelle relation (74)]. Le complément 
rectificatif du Mémoire z a rectifié la conclusion; on trouve ici la démonstration. 
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ce qui entraîne 
0 pour B—1, 
&(X) ?a,8—1(X) pour B>1, 


frstca, man ce) ou B=p(a), 
Ù &(S) Ÿa,8-#1 (=) pour B<p(a). 


Nous voyons donc que |’équation (14 bis) admet les solutions qu. 
Avec les 9,(X; 2), c’est un système de r+ ¢ solutions Jinéairement 
indépendantes, car on a, d’aprés (50), 


fs A )q,8 (A) dr = 


icc 0) a4(A)do,=0. 


Toute solution de (14 bis) est une combinaison linéaire de ces r +1 
solutions, car on trouve 


— f [M(x A) + 2a,892,8(X)a,g-1(A)]G(A, &) do 
= Znsrpn(X; 0) Pn(E; 00) -+ g(E) 2a 9a1(X) or (5), 


identité où ne figure évidemment dans le premier membre aucun — 
entier « pour lequel on ait p(x)—1. 
De même l'équation 


(87) : fens, =) do,=0 


a s +1 et seulement s + ¢ solutions linéairement indépendantes : les 
CE; oc) et les Va, ae 

Ainsi les nombres des solutions linéairement indépendantes des 
équations (14 bis) et (87) sont respectivement r et s si le point À — 
n'est pas un pôle de A?N(X, =; À). Dans le cas contraire, les nombres 
respectifs des solutions linéairement indépendantes deviennent r+1t 
et s +1, où ¢ est positif. Mais la fonction g n'intervient nullement dans 
les équations (14 bis) et (87); nous retrouvons donc les mêmes solu- 
tions en partant de l'opération 


re (X)e(X)u(X) — 2 f G(X, A)u(A) doi. 


Mais pour celle-ci l’ensemble C du paragraphe 7 se réduit aux deux 
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points À = + 7; l’ensemble E forme donc un seul domaine qui com- 
prend le point séro; donc les nombres r et s relatifs à cette opération 
et à ce domaine sont nuls; donc l’équation (14 bis) a le méme nombre 
de solutions linéairement indépendantes que l'équation (87). Par suite, 
pour le domaine D relatif à l'équation (12) et qui contient le point à 
l’Enfini, on ar—s. 

Ce qui précède nous permet de former des exemples effectifs d’équa- 
tions pour lesquelles X°N(X, &; 4) a un pôle d'ordre donné au point 
À =. Ainsi, sur la variété du paragraphe 19, prenons g(X)—1 
et 


4 n=p—t 
shy 1 eer à ay ' 
G(X, 3) = =~ cot vee > nos mL nn icone): 


2 


REA 


alors le point À — 2 est un pôle d’ordre p pour le produit du noyau 
résolvant par A*, et l’on at=r et o,(X)— cos[(n—1)x]; on le voit 
en utilisant l'identité 


LE 4, 4 ” : we 
foot 2 ends — — a igen (x entier positif), 
2 


qui entraine 


æ — © , : ; ae 
fe = cos(n£) d= = 27 sin(nw) (x entier positif). 
A Ne) ae 


22. Résumé de la discussion. — L’énoncé suivant convient, que le 
point A soit à distance finie ou infinie : 


A tout domaine D sans point commun avec l’ensemble © du para- 
graphe 7, correspondent deux nombres entiers r et s positifs ou nuls, tels 
que, en tout point À de D qui n'est pas un pôle de X°N, où N estun noyau 
résolvant (au sens du paragraphe 16), l'équation (12 bis) st À est fini, 
ou (14 bis) st À est infini, ar et seulementr solutions linéairement indé- 
pendantes, et l'équation homogène associée en a s et seulement s. Sth est 
un pôle de }°N, les nombres des solutions linéairement indépendantes 
sont respectivementr+tets +, où test positif et non nul, en sorte que 
la différence des deux nombres est constante dans tout D. 

Pour que l'équation (12) ou (14) soit compatible, il faut et il suffi 
que f soit orthogonal à toute solution de l'équation homogène assoctée ; 


22 
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en particulier, si celle-ci n’a que la solution zéro, (1 2)ou (14) est toujours 
compatible. 


Dans le cas plus particulier où D contient ‘le point zéro, on a 
r=s=o. Si D contient le point à l'infini, on ar=s, mais la valeur 
commune de ces nombres peut différer de zéro (§ 19). 


23. Exemples et applications. — Il est utile de prouver, par un 
exemple précis, que les nombres r et s peuvent différer l’un de l’autre. 
Nous y parviendrons par un détour. 

Dans un plan où x et y sont des coordonnées cartésiennes rectangu- 
laires, proposons-nous de trouver une fonction u(æ, y), harmonique 


dans le domaine 
Bia EST, 


continue dans la région x?-+ y?<1, et telle qu’on ait, en tout point 
(cosg, sing) de la frontière, 


Ou 


où / est une fonction continue donnée. 


Le probléme se traite sans peine en suivant une méthode de 


u 


Bouligand (?*). La fonction = est harmonique dans l’intérieur de notre 


cercle et, comme ses valeurs sur le contour sont connues, nous savons 
‘ ? “ . . : 
la trouver; soit ¢(a, y) cette fonction harmonique. Nous devons avoir 
Ou 
Ox (x, JY)=v(a, Yh 
d’où 


x 
u(x, V) 23) g(t, y)dt+r(y); 
0 


pour que wv soit harmonique, nous trouvons la condition nécessaire et 
suffisante 

ey. Oe 

dy? oh 


(49) GEORGES BouLiGano, GeonGes Graaup et PauL Devens, Le problème de la dérivée 
oblique en théorie: du potentiel, 78 pages, Paris, 1935, spécialement 1° Partie, § 4. 
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qui détermine +, à une fonction linéaire près. Ainsi le problème est 
toujours compatible, et sa solution générale dépend de deux constantes 
arbitraires, qui sont les coefficients a et b de la fonction linéaire 
ay + 6, qu’on peut ajouter à ¢,. 

Mais si la dérivée de / existe et remplit une condition de Lipschitz, 


du du E 3 et 
on trouve que — et dy en remplissent aussi une. Donc la dérivée de u 


suivant la normale existe et est continue sur toute la frontière. En 
désignant par X un point courant de la région 27+ y?<1, et par A un 
point courant de la frontière, celui-ci ayant pour coordonnées cos6 et 
sin§, nous pouvons mettre wu sous la forme 


I 2 
reas a GQ 
teh ey) = f los ox ys Oe 


car o se détermine comme pour un problème de Neumann [nous 
faisons porter le logarithme sur 2L-'(X, A) et non sur L-'(X, A), de 
façon à n’avoir pas à ajouter de constante a l’intégrale]. Mais si nous 
écrivons directement que wu est solution du problème énoncé, nous 
parvenons à l’équation à intégrale principale 


+ 049 
: sin = 
a(9) cosp — et pe =f(9). 


sin 


Pour l’opération 


g(9)cosp — 2 fea, 


2sin 


la fonction c du cas général se réduit à — ; par suite l’ensemble C 


est l'axe purement imaginaire, pris dans sa totalité. Donc notre 
théorie s'applique à cette équation : or, d’après la discussion qui pré- 
cède, si nous remplacons / par zéro, nous avons deux solutions linéai- 
rement indépendantes, et l'équation homogène associée n’a que la 
solution zéro, puisque notre équation non homogène est toujours 
compatible. Cela entraine que les ncyaux résolvants (au sens du para- 
graphe 16) n’ont pas de pôle pour À —1, car autrement l'équation 
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homogène associée aurait d’autres solutions que zéro. Ainsi donc, ici, 
pour le demi-plan où la partie réelle de À est positive, on ar—=2et 
s=o. Pour le demi- -plan où la partie réelle de 4 est négative, ona 
r=o et s=2, car si l’on change A en — }, cela revient a prendre 
l'opération que nous avons nommée associée. Donc nous avons du même 
coup un cas où le système des nombres ret s n’est pas le même pour 
deux domaines D relatifs à une même opération. 

Beaucoup d'exemples analogues, où ret s ont d’autres valeurs, 
peuvent être formés en utilisant les recherches de Liénard, citées 
dans l'introduction. 

D'une façon plus générale, étant donnée une opération du type 
elliptique a me 


+2B——+C 


d 
— — — +E— +Fuw, 
ir oy +D—+E—+Fu 


Ox dy 


7 du du 
2 


ou A, B, ..., F sont des fonctions données de x et de y qui rem- 
plissent les conditions 


AC — B?> 0, ASG. 


on peut, en chaque point de la frontiére, simple ou multiple, d’un 
domaine borné, nea la condition 


du 
ten b(s) + c(s)u = fonction donnée, 


oy 


us} 


Ox 


ou les fonctions a, b et c, liées par la relation a?+ 6?=1, sont 
données; s est l’are de la frontière; on imposera en outre la condition 
que le résultat de l'opération du type elliptique, dans le domaine, soit 
une fonction donnée. Des équations du type ici étudié s'appliquent 
dans le cas où les coordonnées d’un point de la frontière s'expriment 
au moyen d’un paramètre par des fonctions dont les dérivées rem- 
plissent des conditions de Lipschitz et ne s’annulent nulle part 
ensemble, et où toutes les fonctions données remplissent des condi- 
tions de Lipschitz (ces hypothèses peuvent être élargies). Mais la 
discussion est plus difficile que dans les cas antérieurement traités. 
Il faudrait examiner si notre méthode fournit toutes les solutions u: 


elle fournit certainement toutes les solutions dont les deux dérivées 


du du 


+5 et aa sont continues dans le domaine et sur sa frontiére. 


SUR UNE CLASSE D’EQUATIONS LINÉAIRES. 171 
24, Systèmes de plusieurs équations. — Supposons que toutes les 
fonctions g,,8(&, B—1, ..., p)remplissent des conditions de Lipschitz 
sur la variété Y (§ 1), et que toutes les fonctions G, 4 soient du type 
considéré au paragraphe 2; nous désignons par c,,g la fonction ana- 
logue à ¢ pour G,,3. Nous considérons le système de p équations à 
p fonctions inconnues u,(X) 


(88) 23 Exes wg(X) —2 f Goa (X, A) us (A) day [= fa(X) 
que nous pouvons écrire de facon abrégée 
(89) J,u(X)=f(X), 


. rh a » 
en considérant les v, comme les composantes d’un vecteur u, et les f, 
> 


comme les composantes d’un vecteur f; cela nous définit l’opé- 
ration J,. 
Pour traiter ce système d’équations, nous cherchons une opération 


5 , Ë . * a : 
Ji, analogue a J,, mais telle que l’opération JiJ,u portant sur le 


ca . É . 
vecteur uw, se traduise par des opérations 
ly (X) — à f SaHasx, A; À)us(A) dos, 


qui portent sur les composantes u,, et où les p? fonctions H,,8 rem- 
plissent les conditions du paragraphe 2 et sont sommables. 
Pour y parvenir, désignons par TJ,(X; 9), la matrice à p° éléments 


| 83.8 (X) — ERAQ(X ) Cas (X )6 |, 
où 6 est un des nombres 1 et — 1. D'après l'identité (7), il est évident 
qu'on a 
(90) Dd 5, pes 155 TT 
où le second membre désigne un produit de matrices. Cela nous 


conduit à notre but, car il s’agit de trouver Jj de facon qu'on ait, en 
tout point de Ÿ et pour chaque valeur de 9, 


IPF BS eel Bi 
où U est la matrice unitaire. TJ; existe et est bien déterminé toutes les 


2 
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fois que le déterminant de la matrice TJ, n’est pas nul. Si ce détermi- 
nant ne s’annule en aucun point de Ÿ et pour aucune des deux valeurs 
de 4, nous en déduisons les valeurs de tous les 


&a,8(X; À) — irAQ(X) ce 8 (X; À)6, 


et par suite les valeurs des gi, et des c; 3, qui doivent figurer dans 
l'opération J;, arbitraire à tous autres égards (les astérisques dis- 
tinguent ce qui se rapporte à J; ). 

En égalant à zéro le déterminant de TJ,, nous avons ordinairement 
une équation de degré p en À. Pour chaque point X de ¥, nous avons 
ainsi ordinairement 2p points A, dont p pour chaque valeur de 6. 
L'ensemble des points À ainsi exclus de nos considérations, sera ce 
que nous appellerons maintenant l’ensemble C, analogue à celui du 
paragraphe 7. Si, pour un certain point X, le degré du déterminant 
de TJ, est inférieur à p (cela arrive nécessairement à la fois pour les 
deux valeurs de 9), nous dirons que le point à l'infini fait partie de C; 
si cela n’arrive pas, nos considérations s'appliquent au point à l'infini, 
et elles donnent la discussion du système d'équations 


(gt) — 34 f Ga9(X, A)ug(A) doi= f,(X). 


Tous les raisonnements développés pour une équation s’étendent 
ainsi à nos systèmes de p équations, et tous les résultats énoncés au 
paragraphe 22 s’étendent a ces systémes. 

En particulier si le point À à l’infini n’appartient pas à C, le système 
d’équations homogènes du type (91) admet autant de solutions linéaire- 
ment indépendantes que le système homogène associé. En effet, pour le 
système 


(92) 23 | F(X )oa.g(X)ug(X) — df Gas(X, A)us(A) den | =o, 


nous avons encore (gt) (avec f/,=0) comme systéme-limite 
pour À infini. Or pour (92) le déterminant de TJ, est le produit 
de n’Q?(1— 10) par le déterminant de la matrice ||c.,g||, de sorte 
que C se réduit aux deux points A= +7; notre assertion en résulte, 
comme au paragraphe 21. 


(a a 6) ——— 
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SERIES DE POLYNOMES DE LA FORME Ja, P, (2) 


ET 


SUR CERTAINES SUITES DE POLYNOMES 


Par M. Husert DELANGE, 
Agrégé de l’Université, 
Pensionnaire de la Fondation Thiers. 


INTRODUCTION. 


Dans l'étude de la représentation des fonctions d’une variable 
complexe par des séries de polynomes, on est amené à associer à un 
domaine donné, par différents procédés, des suites de polynomes 
Pi(2); P,(3), ..., P,(z), ... telles que toute fonction holomorphe 
dans le domaine considéré y soit représentable par une série de la 
forme Za,P,(3). Le cas le plus pnb est celui des séries de Taylor, 
où les polynomes de base sont : 1, 5, 3°, ..., 3". . 

Ici nous considérons une suite de polynomesP, a P, ER BLOA IA 4 Be 
donnée arbitrairement et nous nous proposons d’étudier la conver- 
gence des séries dela forme £a,,P,,( 5). Dans le cas général les résultats 
peuvent être compliqués. Le présent travail est justement consacré aux 
. cas qui donnent lieu à des résultats simples. 

Dans une première Partie nous supposons que les polynomes de 
base soient de degré égal à leur indice et aient tous leurs zéros à 


l’intérieur d’une courbe fermée C indépendante de cet indice. Si l'on 
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appelle À, le coefficient de 3" dans P,,(=), lorsque la plus grande limite 


de Va, A, | est inférieure à l’inverse du diamètre d’un cercle conte- 
nant la courbe C, il existe une courbe continue fermée l à l’intérieur 
de laquelle la série proposée et les séries dérivées convergent unifor- 
mément, tandis qu’elles divergent à l'extérieur. Lorsque les coeffi- 
cients a, varient en restant assujettis à la limitation indiquée, on peut 
obtenir une grande variété de courbes de convergence. Pour que l'on 
ait seulement une famille de courbes représentable par une équation 
de la forme F(x, y) —const., il faut et il suffit que la suite des poly- 
nomes de base, une fois le coefficient de 3" ramené à l’unité dans 
chaque polynome, satisfasse à une condition de régularité semblable 
à celle qui intervient dans la théorie de l’interpolation : la racine n°"° 
du module du n" polynome doit avoir une limite pour n infini, 
lorsque le point s est extérieur à la courbe C. D’ailleurs, si l’on prend 
la racine n*™ du polynome lui-même au lieu de celle de son module, et 
si l’on choisit convenablement la détermination de cette racine, on a 
encore une limite dans les mêmes conditions. 

Dans le cas où tous les zéros des polynomes de base sont sur un 
segment de droite, la condition précédente est équivalente à une autre 
condition concernant la distribution des zéros, qui exprime une cer- 
taine régularité de cette distribution : si chaque zéro est supposé 


, if . . . . 5 
pourvu d’une masse =; la fonction de masse ainsi obtenue doit avoir 


une limite pour x infini. Cette condition remplie, les courbes de 
convergence sont des courbes équipotentielles relatives à cette fonc- 
tion de masse limite. 

La seconde Partie a pour but de généraliser ce résultat. Nous 
laissons aux zéros des polynomes de la suite la liberté d'être répartis 
dans tout le plan et nous assujettissons seulement le degré de P,,(z) à 
ne pas croitre plus rapidement que n. Nous disons que la distribution 
des zéros des polynomes de la suite est régulière si. la fonction de 
masse définie plus haut a une limite pour n infini, et nous faisons une 


étude précise du comportement de Ÿ | P,,(s)|, ou de = log | P,.(s)|, dans 


le cas où cette condition est satisfaite. Le résultat fondamental est le 
suivant : 


Si les zéros des polynomes P,(3) ont une distribution régulière, on 
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peut trouver une suite de nombres ~,, et une fonction réelle ®(s), 
telles que, pour toute suite partielle P, (+), on ait 


Fis og) 21) = oc 


Mk 


Any. 


sauf au plus sur un ensemble qui peut, quels que soient les nombres 
positifs « et <, être recouvert par des cercles pour lesquels la somme 
des puissances a” des rayons ne dépasse pas ¢ 

La fonction D(z), déterminée à une constante près, peut être définie 
par une intégrale de Stieltjes formée à l’aide de la fonction limite des 
fonctions de masse déjà considérées, et à laquelle on peut donner des 
formes variables suivant les cas particuliers. 

En dehors de l’ensemble dérivé de Reste des zéros des poly- 


| vers D(:). 


On déduit de là que les rue de He pea des séries de la 
forme 2a,P,,(s) dépendent encore d’un seul paramètre, à moins que 
l’on ne se trouve dans certains cas exceptionnels. Ils sont définis par 
une inégalité portant sur la fonction D(3). 

Le théorème précédent admet une réciproque : si l’on peut trouver 
une suite de nombres «, et une fonction réelle b(z) telles que, pour 
toute suite partielle P,,(=), on ait presque partout 


nomes P,,(3), il y a convergence de: 


ess aa 
lim log 


Pate ; 
ue de) 


la distribution des zéros des polynomes de la suite P,(z)estrégulière. 
La connaissance de ®(=) permet de préciser cette distribution. 

Ceci permet d’étudier la distribution des zéros de certaines suites 
de polynomes, par exemple les polynomes- -sections d’une série de 
Taylor, les polynomes définis par une relation de récurrence de 
Poincaré, certains polynomes définis à l’aide d’une fonction généra- 
trice, etc. 

Enfin, si l’ensemble dérivé de l’ensemble des zéros des polynomes 
P,(z) est de mesure nulle, la régularité de la distribution de ces zéros 
entraine la même régularité pour les zéros de la suite dérivée, pourvu 
qu'il n'existe dans le plan aucun domaine où la fonction D(z) soit 
constante. 


ee 
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PREMIÈRE PARTIE. 


I. — Domaine de convergence de certaines catégories 
de séries de polynomes. 


Soit P,(z), P,(3), ..., P,(3), ... une suite donnée de polynomes 
en s, dans laquelle chaque polynome est de degré égal à son indice. 
Nous supposons que l’ensemble & des zéros de .ces polynomes est 
borné et nous appelons C une courbe fermée contenant & à son-inte- 
rieur. Nous appellerons d’autre part À, le coefficient de s” dans P, (3), 
et al”, af, ..., a” les zeros de P,(:), et nous poserons 


! a 
Hi, (2) =[s — af? | [s — aQ”)...[s — al], 
de sorte que 
A ET I EX NE 
Nous nous proposons d'étudier les domaines de convergence des 
séries de la forme 


7 x 


Dan Pn(s). 


n=1 


Nous allons montrer que, st limV]a,A,. est inférieur à une borne 
qui ne dépend que du contour C, la série proposée et les séries dérivées 
convergent à l'intérieur d'une courbe continue fermée T entourant C et 
divergent à l'extérieur, sans que l’on puisse rien dire de la conver- 
gence sur la courbe elle-même. La convergence est uniforme dans toute 
région (') entièrement intérieure aT. 

a AR aR ie TRE te ER RE eB RE LC 


(1) On appellera région l’ensemble formé par la réunion d’un « domaine » et de sa 
frontière. 
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D’après la règle de Cauchy la série converge si lim \/] a, P(e) er: 

et diverge si limy//a,P,(z)| > 1. Il revient au même de dire qwilya 

convergence si lim ~ log | a,,P,,(3)|< o et qu'il y a divergence si 
lim ~log|a,P,,(3)| > o. Posons 


5 I 
Un(s) = 53 log | GnPn(Z)|, 


} = \ — o 5 
is) ; log | IE, (s) |, 
de sorte que 


. I 
Hate) VU, (Sse 7 log | a An! 


Soit C’ une courbe fermée entourant ( de sorte que la distance de 
C’ à C soit ¢ positif. Dans ces conditions, si = et =’ sont tous les deux 
extérieurs à C’, on aura 


sans) 
~ ~ 


(1) ORNE en 


On a en effet en général, par le théorème des accroissements finis. 


Of Er SU #9 
logx’ — logr = ) 
£ étant compris entre x etx". Ici, comme | s — x'""| > det | s/— a? | >, 
on en déduit 
s’— a = | 5 — a) ee 

= log} s’— x) — log]: — x | "| Les ani A Es = | 1 |e —s] 

GT * NAT i n 0 n 6 
d’où par addition. en faisant successivement & =-1, 2, ...,n, l’iné- 

? 


galité indiquée. 

Supposons d’autre part que C soit intérieure à un cercle y, de 
centre z, et de rayon r,. Sir’ >r >r,ona 
DES à 


(2) Un (ho PY oe) Un (a+ rev ar 


Cette dernière inégalité s'obtient aisément en appliquant le théo- 
2 = = ‘ I 1 it 
rème des accroissements finis aux fonctions — log | sot re? a] et 


additionnant. 


178 HUBERT DELANGE. 


Enfin en posant |5—:,|—ron a, pourr >7, 
I by = I pel Pe Sane r+r ' 
— log(r — ro) < 5 log|s a se gt cs 


d’où par addition 


(3) log(r — ra) < U, (=) < log(r + ro). 


Il est clair que les fonctions u,(z) satisfont aussi aux inégalités (1) 


et (2): la première montre que la fonction u(z)=— lim u,(3) est con- 
tinue à l'extérieur de C (‘}), la seconde que, pour 9 constantetr=>r, 
u(:,+ re) est une fonction croëssante de r; plus précisément on peut 
affirmer que, pourr'>r >rs. 


f . 
_ Seine ee ES . pil i = 
621} u(sot re”) — u(sotre”)2 eas; 


Quant aux inégalités (3), elles donnent 


ioe 5 Rem 
(4) log(r—ro) + lim ~ log |a,A,|£u(s)£log(r + ry) + lim log | dn An]. 
/ 


= = I 
Posons alors limyla,A,|—7 et supposons À —, de sorte 


27% 
I SV y ’ 
que = —ry >r,. Les piles (4) montrent que 1 ona 


u(s)<o POUr, ae rate 


et 
1 
u(s)20 pour rs +r. 
Il résulte de là que, pour chaque valeur de 6, il existe une valeur der 
et une seule supérieure à 7, pour laquelle u(3,+ re”) =o. Soit /(0) 
cette valeur; ona | 


1 
i SU)Ss . “Puy 


et de plus, u(3,+ re”) étant une fonction continue de r et 0 croissante 
par rapport à r, /(0) est une fonction continue de 0. 


eee TR Le eG as M eae ET ee Im Zyl 


(1) On pent même remarquer qne u(z) est sous-harmonique. 
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Quand 0 varie, le point s,+ /(6)e” décrit une courbe continue 
fermée [ entourant Yo et comprise entre les cercles de centre 3, et de 


rayons respectifs 4 —r, et ; +r,.Alextérieur de Ton a u(3) >0, et 
entre et y, on a w(s)<o. Par suite, la série Xa, P,(z) est diver- 
gente à l’extérieur de V et convergente entre T et y,. Notre raisonnement 
n'indique rien sur la convergence dans y,, mais nous allons montrer 
qu'il y a convergence uniforme dans toute région (D) intérieure à la 
courbe T. 

Soit en effet I, la courbe définie comme lieu du point 


So | f(8) — ele, où OLEL > — ar. 


I’, est entièrement extérieure à +, et, si < est assez petit, elle con- 
tiendra à son intérieur la région D donnée. En faisant — f(8), 
r= f(8)— x, l’inégalité (2’) donne 


u(zo+re%)<— 


rot f (8) 
Par suite, la fonction u(s) a sur F, un maximum négatif — . De 
plus il résulte de l’égale continuité des fonctions u,,(s) sur F, que l’on 


peut trouver un entier N tel que l’inégalité n2N entraîne pour tout 
point s de |’, 


2 Ti 1, 
Un(s)Su(s)+ > $— ao 
c’est-à-dire 
A 
a 
RENE 3 


La série Xa,,P,,(z) est donc uniformément convergente sur I’, et par 
suite à son intérieur, et en particulier dans D. 

Il en résulte d’ailleurs que la série dérivée £a, P,,(:) converge aussi 
à l’intérieur de l. Mais cette série est du même type que la série 
Sa,P,(:), car tous les zéros de P’,(:) sont intérieurs au plus petit 
domaine convexe entourant le contour C; domaine lui aussi évidem- 
ment intérieur au cercle y,. Si l’on voulait refaire sur la nouvelle 
série la même théorie que sur la précédente, l'expression a, A, devrait 
être remplacée par (n+1)a,.; A,.,. Mais 


lim 'V | (+1) ye ae = lim Y awe == À : 
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+ 2 MP aes x I = ’ 
A étant supposé inférieur à —» on peut affirmer l'existence d’une 
27.0 


courbe continue fermée I” entourant ,, rencontrée en un seul point 
par toute demi-droite issue du point 39, et telle que la série converge 
uniformément dans tout domaine entièrement intérieur à I” et diverge 
à l'extérieur de I”. 

Puisque la série La, P', (3) converge à l’intérieur de I’, aucun point 
intérieur à F ne peut être extérieur à I’. De même aucun point inté- 
rieur à I’ ne peut être extérieur aT’. En effet, si = est intérieur aI”, la 
série Za,P',(3) est uniformément convergente sur le segment 3,5 
entièrement intérieur à I’ et, par intégration, on en déduit la conver- 
gence de Xua,| P,,(s) — P,(3,)] et par suite de £a, P,(=). 

Si donc une demi-droite issue de 3, coupe les courbes F et I” res- 
pectivement aux points z, et 3,, ces points sont nécessairement 
confondus; sinon, le milieu du segment :,:,, par exemple, serait 
intérieur à une des courbes et extérieur à l’autre. Les courbes V et 1’ 
sont donc confondues. 

Un autre raisonnement que l’on aurait pu faire est le suivant : 
on à 


(vt 


Les points a" étant tous intérieurs au cercle y, de centre 3, et de 
(4) = 


rayon 7, les points «;’—-= sont intérieurs au cercle y, déduit de 
celui-ci par la translation — z. Si = est supposé extérieur à y,, l'ori- 


gine est extérieure à y, et les points RS se sont intérieurs au cercle 
À "ae 


’ . r 1 . 
transformé de y, par la transformation Z = -_. Ce dernier cercle est un 


cercle de centre z;, et de rayon r, tels que 7, | 3!,!. On a donc 


1 
ans 


it 2 J 
a eo Sel yi 


d'où, par addition, 


| ait nz | < nr" 
mi FA = ee. , 
sk Piz) ® 8 
d’où 

Hie 


Mir) < [phe < afl ey) 
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Il en résulte immédiatement qu’à l'extérieur de y, on a 
[CRU SRE CU (cise Sree ESPRIT 
lim V tarde) | == lim V PO PAEN Er): 


Par suite, la série Xa,P’,(3) diverge à l’extérieur de let converge 
entre et y,. Le premier point nous suffit d’ailleurs puisque l’on 
savait déjà qu'il y a convergence dans I’. 

Remarquons d'autre part qu'en répétant l’un des deux raisonne- 
ments qui précèdent, on verrait que toutes les séries dérivées de 
~a,P,,(z) convergent uniformément à l’intérieur de let divergent à 
l'extérieur. | 


If. — Condition de réduction pour la famille des courbes I. 


A chaque série Za,P,(:) pour laquelle on a l'inégalité 


lim Va Ai < — 
270 
correspond une courbe [ a l'intérieur de laquelle elle est convergente 
tandis quelle diverge à l'extérieur. A priori, rien n'indique que, 
lorsque les coefficients a, varient en restant assujettis à la condition 
| J 
précédente, la famille des courbes F obtenues doive être simple. 

A titre d'exemple considérons la suite de polynomes P,(:) définie 
de la façon suivante : p étant la racine carrée à une unité près par 
défaut de n, et g étant le reste, prenons 

Aer pie Cr 


PAIE LES she (Sr 10 


On voit immédiatement que l’ensemble & est situé sur le segment 


(—1, +1). La série Xa,P,(:) admet donc une courbe de convergence 


elit 1, car on peut prendre pour y, le cercle 
pourvu que À = lim Y|4,] ae p P Pp vs 


|s|=1-4-4, x étant positif mais aussi petit que l’on veut. 
Cela étant, soit f(x) une fonction positive définie sur un ensemble A 


situé sur le segment (— 1, +1). Prenons a,— 0 si aucun point de A 


2p +1 3 
Ann. Ee. Norm.. (3), LVL. — Fasc. 3. ah 


Py j cobs 
et a,— —;, m étant le minimum 


m! 


ne satisfait à C,<2<0,+ 
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de f(a) pour les points de A satisfaisant à ces inégalités, dans le cas 
contraire. Pour assurer la condition À < “ il suffit d’ailleurs de 


prendre f(x) > 2. Mais, que l’on ait ou non f(x) >2, la série 
Ya,P,,(3) est convergente à l'intérieur du domaine Q formé des points 
communs à tous les cercles | 3 —x |< f(a) et divergente à l'extérieur. 

En effet, si s est intérieur à ce domaine, et si x est un nombre positif 
assez petit, le cercle de centre 3 et de rayon « est entièrement consti- 
tué de points intérieurs; autrement dit on a 


FLRISIS — 2] 4. 


Le minimum de |z — 2| dans l'intervalle (6, Cat Fes est supé- 


2 
ey en ro 
une certaine valeur. On en déduit que a, ou bien est nul, ou bien 


© oy ° FA | a “ 4 
rieur à |z — 0, — » et par suite a) s — ¢,,| — -— dès que n dépasse 


est réel positif et plus petit que ;- auquel cas 


! 
{ | CA 
ES nl = 


“VT anPrls)) le nl 
Vitis Paley unio , d 


| = CPE a 
scan: Li sut d + 


d étant le plus grand des nombres |s —1| et | s +1]. La série Za,;P,(3) 
est donc convergente. 

Si au contraire 3 est extérieur au domaine Q considéré, c’est qu'il 
existe sur le segment(— 1,+1)un point x, tel que /(2,) <|3—x|. 
Or il existe une suite indéfinie de valeurs de » pour lesquelles æ, 


‘ + f 2 - 
est compris dans l'intervalle fermé ees ee wo) Pour ces valeurs 


2p +1 
4 2; a | . . 
ME ft) <<] 3 — ax, | et |s —C,| tend vers | s — x, |, de sorte qu’à partir 
x LÉ DRE Ta NT s— : 
d’un certain moment Vla, Pas) |e [5 6x est supérieur à 1; par 
‘ m 


suite la série Za,P,(3) diverge. 
Si l’on prend pour A les points —1 et +1 avec f(—1)=a et 
f(+1) = 6, Q se composera de la partie commune aux deux cercles 
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[5s+1/£a,|s—1}<b. On peut aussi prendre d’autres centres sur le 
segment (—1. +1), ou bien prendre plus de deux cercles. 
Si l’on prend /(x)— Yhz?+Æ, avec À 1 et 0 € k<h(h—1), sur 


tout le segment (— 1, +1), on obtient l’intérieur de l’ellipse 


ha? +(h—1)32— k(h —1)=0. 


Si, avec la même formule, on a k>/(h—1), Q sera limité par 
une courbe formée de deux arcs de l’ellipse donnée par l'équation 
précédente se raccordant avec deux arcs de cercle de centres —1 
et I. 

En prenant f(x) = Vhx?+ k + Jon aurait des domaines limités par 
des courbes parallèles aux précédentes. 

Dans chaque cas on pourra choisir les paramètres de façon que 
f(x) >>. | 

On pourrait multiplier les exemples en prenant des fonctions 
plus compliquées. On aperçoit donc sur cette suite particulière de 
polynomes toute la variété que peuvent présenter les courbes I 
lorsque les coefficients a, varient en restant assujettis à la condition 
lim Vja,A [<< 5 

Nous allons montrer que, pour que l'ensemble de toutes ces courbes se 
réduise à une seule famille d’équation F(x, y) = const., tl faut et il 


. . - I . . 
suffit que la suite des fonctions U,(:)= ~log|II,(s)|, ou, ce qui revient 


: Dre een ; + 7° ys 
au méme, celle des fonctions V|II,(3)}, soit convergente à l'extérieur 
de C. 

D'abord la condition est suffisante car, si U,(3) converge vers 


U(s), on a évidemment 


u(s) = Utz) + loge, 


de sorte que I’ a pour équation 


U(s) =— logi. 


Les inégalités (3) entrainent 
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“ ¥ I r 
Il en résulte que, lorsque % varie de — à o, il se trouve une 


0 


courbeT passant par chaque point extérieur au cercle de centre 3, et de 
rayon 379, Car Sir >3ry ona 


U(s) > logary. 


Nous allons montrer que non seulement la condition indiquée est 
nécessaire, mais même une condition plus précise : la fonction VII,(s) 
admet n déterminations uniformes à l’extérieur de C; l’une d’elles est 
équivalente à 3 au voisinage de l'infini; nous conviendrons que c’est 
celle-là que représente le symbole VII,(3). /l faut que cette détermi- 
nation soit convergente à l'extérieur de C. 

Soit en effet 3, un point intérieur au contour C et posons 


ie | =? GE 


Considérons la fonction V,(:) définie à l’extérieur de C par 


na 


I T ot) og 
is) Del: AE |, 


7 
Pp 


où chaque logarithme est pris avec la détermination nulle à l'infini. 
On voit que 


= V tS == e 34) eVals) 


Un(s) = loge + R[V,(s)], 


et 


la notation R[ | désignant la partie réelle de la quantité entre 
crochets. 

Les fonctions V,,(s) sont régulières à l'extérieur de C, point à Vinfini 
compris, et nulles à l'infini. De plus leur ensemble forme une famille 
normale à l’extérieur de C, car elles sont bornées à l’extérieur de toute 
courbe C' entourant C sans la toucher. Posons en effet 


(1) Nous avons introduit un nouveau point z1, parce que =, n’est pas nécessairement 
intérieur à C. 


SUR LA CONVERGENCE DES SÉRIES DE POLYNOMES. 185 


de sorte que 


L 
Vato) = = S lost: — (a — 2,)5’]. 


k=1 


Quand = décrit l’extérieur de C’, 3’ décrit l’intérieur de la trans- 
formée de C’, c’est-à-dire d’une courbe C" intérieure à la transformée 
de C. La fonction des deux variables « et =’: 


/ 


log[1— (a — s,)s'] (nulle pour ='— 0) 


WwW 


est régulière quand « est intérieur à C ou sur C et s’ intérieur à C” ou 
sur C”. Elle est donc bornée en module dans ce domaine par un nombre 
positif M. On en déduit immédiatement que pour 3 extérieur a C’ 


on a 
Va(s)<M. 


Supposons donc que la suite V,(s) ne soit pas convergente. On 
pourrait alors en extraire deux suites partielles V,,(z) et V,,(3) conver- 
geant respectivement vers deux fonctions différentes V")(z) et VU)(z). 
La différence V'")(s) — V'?)(s) ne serait d’ailleurs pas constante puis- 
qu’elle est nulle à l'infini. Nous pourrions alors définir deux séries 
Ea,P,(:) de la façon suivante : pour la première 


}. 4 : 1 
— ee eke nk eee NS 
Un—= © pour nz ny et Og — F2 (avec has =) 
pour la seconde 
7 | ! Am FO : 
Uj 0 pour n+ n, et | On| = | An] avec 4 =< nr . 


Il est clair que les fonctions #(z) relatives à.ces deux séries seraient 


respectivement 
logp + R[ VU (z)] + logÀ 


et À 
loge + R[ V®(:)] + loga’, 


ce qui donnerait deux familles de courbes F : 


log p + RIV(5)] — — log}, 
logp + R[Vi"(<)] =— loge’. 


Par tout point extérieur au cercle de centre s, et de rayon 57, il 
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passerait une courbe de chaque famille. Mais il est impossible qu'une 
courbe de la première famille coincide avec une courbe de la deuxième. 
En effet dans ce cas la fonction @[V'"(3)— V*)(s)] harmonique et 
régulière à l'extérieur de C, point à linfini compris, devrait être 
constante sur la courbe commune et par suite partout, ce qui devrait 
entrainer la constance de V'"')(s) — V®(3). 

Les courbes I relatives à toutes les séries Za,P,(:) assujetties à la 


we eS ta CT SR I $ - 2 A 
condition lim y |a,A, | < sr ne peuvent donc se réduire à une famille 
49 0 
unique d’équation F(a, y)= const. sans que la suite V,(3) soit 
. . . Dire 
convergente, et par suite aussi la suite VII,(3). 


Remarques. — |. La condition précédente étant supposée satisfaite, 
la fonction V(:) limite de V,,(s) est régulière à l'extérieur de C, point 
à l'infini compris, et il en est de même de e’”; la limite de VII, (5) 
qui vaut évidemment 9(s) = (s — :,)e"", est donc holomorphe à l'exté- 
rieur de C mais admet comme pôle le point à l'infini, au voisinage duquel 
elle a un développement de la forme 


(5) = 5 =: li k 
(SN = Ein = ter HUE & 


La fonction U,(:) est, elle, convergente à l'extérieur de C vers 
U(s)= logp + R|V(:)] 
= log p + fonction harmonique régulière à l'extérieur de C, 


point à l'infini compris, et nulle à l'infini. 


Si les zéros des polynomes P,(:) sont non seulement intérieurs à 
la courbe fermée C mais intérieurs chacun à l’une au moins des 
courbes fermées C,, C,, ..., C,, elles-mêmes intérieures à C, le pro- 
longement à l'intérieur de C de la détermination que nous avons 
choisie pour VII, (2) n’est plus uniforme à l'extérieur de C,, Co. D 
mais, si l’on entoure chaque courbe C, d’une courbe C, qui ne la 
touche pas, les fonctions harmoniques U,(:) sont également conti- 
nues à l'extérieur des courbes C;, C,, ..., C', (on le voit exactement 
comme on l’a vu pour une courbe ( entourant C). Elles forment done 
une famille normale dans tout domaine borné extérieur à ces courbes 


& 
L 
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et par suite elles convergent encore dans la région comprise entre C 
et Gi, C,, ..., C, vers une fonction qui est le prolongement de U(z) 
dans cette région. Le logarithme des différentes déterminations de 
VITI,(3) ayant pour partie réelle U,,(z), le prolongement par un chemin 
déterminé de la détermination que nous avons choisie à l'extérieur 
de C est encore convergent dans la même région vers le prolongement 
de 5(3). Mais cette fonction n’est pas uniforme. 
Prenons par exemple 


P,(s) =([(s — 1)? — 7% cos p49) [(s + 1) — r2 sin”p9] pour Pr 2p, 
et 


P, (5) =[(s—1)?*'!— ri*'cos’+!(p +1) 4] [(s +1)"— rfsin’p§| pour n=2p+1, 


) étant un arc incommensurable avec +, et r, +r, étant inférieur a 2. 
L'ensemble & est alors contenu dans les cercles 3—1|<r, et 
|s>-++1/<r,, que nous appellerons C, et C,. On voit immédiatement 
qu’à l'extérieur de (, et C, la fonction U,(s) tend vers 


A l'extérieur d'une courbe fermée C entourant C, et C, on peut choisir 
la détermination de ÿP,(3) équivalente à 3 pour 3 infini : elle converge 
vers la détermination de ÿz3°—1 équivalente à 3 pour 3 infini. Si l'on 
prolonge la détermination choisie à travers C, le prolongement a une 
limite qui est le prolongement de la détermination de ÿ3*— 1 que l’on 
vient de définir. 


2, Les fonctions U,(3) formant une famille normale dans tout 
domaine borné extérieur à C ou aux courbes C,, C,, ..., C, qui con- 
tiennent tous les zéros des P,,(=), leur convergence vers U(s) y est 
uniforme. D’ailleurs la convergence dans une aire, si petite soit-elle, 
extérieure a C entraine la convergence partout à l’extérieur de C. 

Pour la même raison la convergence de V,(:) est uniforme dans 
tout domaine borné entièrement extérieur à C et l’on en déduit qu'il 
en est de même de la convergence de VI,(3) vers 9(3). On a en effet 


VIDE oz) = (3 — 2) [ete = el] = (sims) ea. 


1.3 
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Si R et A désignent les maxima respectifs de | s— 3, | et R[V(:)] 
dans le domaine considéré, dès que n est assez grand pour que l'iné- 
galité | V,(s) — V(s)|< y soit satisfaite, on a dans ce domaine 


| Vil. (=) — 9(=)|<Re(e#—1), 


et le second membre peut être rendu aussi petit que l’on veut en 
prenant € assez petit. 


. : : 1 # Rs: 
3. Même si l'on n'a pas 7 << ——» comme nous le supposions précé- 
276 


demment, la série Za,P,(3) est convergente à l’intérieur de la courbe I’, 
d’équation 


U(s) =— log? ou lo(s) (= 


et divergente a l’extérieur pourvu seulement que cette courbe soit 
extérieure à C, ou aux courbes C,, Cs, ,..,€, qui contiennent tous les 
zéros de P,(s), s’il en existe, auquel cas elle péut se composer de 
plusieurs arcs fermés. 

En effet U(z) tend vers + x à l'infini et admet par suite dans le 
domaine extérieur à I; un minimum qui ne peut être atteint que sur 
cette courbe. On a donc à l'extérieur de I, 


U(s) > — loga ou u(s)=U(s)+ log4 > 0. 


D'autre part à l’intérieur de I, chaque fonction U, (3) est inférieure 
à son maximum sur l,. Comme sur I’, U,,(=) converge uniformément 
vers — log, on a à la limite en tout point intérieur aT, et où U,,(s) 
tend vers U(s) 
U(:)<— log. 


Donc, dans le domaine compris entre I’, et une courbe C’ intérieure 
à celle-ci mais entourant C, ou des courbes C,'C,, ..., C' ‘entourant 
Ci, Cr, ..., C,, la fonction harmonique U(s) a pour maximum — log. 
maximum qu'elle ne peut atteindre que sur, I’, puisqu'elle n’est pas 
constante. Par suite sur toute courbe intérieure aI, mais aussi voisine 
d'elle que l’on voudra, u(z) = U(s) + log aura un maximum négatif 
— "1. et l'on démontrera comme au Chapitre I que la série Za,P,(3) 
est uniformément convergente à son intérieur. 
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Si l’on reprend l'exemple donné plus haut à propos de la Remarque 1, 
| Ti ie 
2 


on voit que r, doit être au moins égal à 1 + 


- Mais en fait, si 


l’on suppose 7, > r, par exemple, il suffit que l’on ait 


EN PRESS ER ee 
V2ari+r; 


pour que la courbe I, soit extérieure aux cercles C, et C, et par suite 
pour que la série Xa,,P,,(z) soit uniformément convergente à l’intérieur 


de cette courbe et divergente à l’extérieur. Or - est supérieur 


Var, 7: 
2 I 


nor dr. 
La courbe I, se composera d’un seul arc fermé si À <1 et de deux 
arcs entourant chacun un des cercles C, et C, si À © 1, ce qui sera 


possible sir, << ÿ2 — 1. 


: = I de : Giga Siri aaah I 
Si l’on n’a pas À < ———— la courbe I, d’équation V1 —1|=— 5 


We Ria an 
rencontrera au moins le cercle C,. On aura bien 


log|s*§—1!+ loga<o 


dans le domaine intérieur aI’, et extérieur aux cercles C, et C., mais 
u(3) pourra prendre des valeurs variées à l’intérieur de ces cercles, de 
sorte que l’on ne pourra pas déduire le domaine de convergence de la 
série Za,P,(:) de la seule connaissance de À. Par exemple, si l'on a 
a, =" pour une suite de valeurs de n telles que p§ = 247+ 9,+:¢,, 


. ° . . I 2 
avec k entier et ¢, infiniment petit avec > et a,=0 pour les autres 


valeurs de n, on voit aisément que l’on aura 


2 


1 EAST ‘2 
Her =logis—1;+logs pour 71005 < | —1 


QUE 
et pour sin) <<}: +1|S7r2. 

log |: +1, +logÀ pour |s—1|<r,cos%, 

et 


log (res. | 2 log À pour | St | NT aN sin. 


’ Ann. Ec. Norm., (3), LVI. — Fasc. 3. 
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Ici u(z:) dépend d'un seul paramètre 6, autre que À; mais c'est un 
exemple particulièrement simple. 


4. U(z) est à une constante près la fonction de Green du point a 
l'infini pour la courbe I, et, lorsque T;, se compose d’un seul arc de 
courbe fermé, la transformation t= 9(2) donne la représentation con- 
forme de l'extérieur de T, sur l'extérieur du cercle lite 5? les points a 
l'infini se correspondant. 

Ceci a lieu en particulier, en vertu du Chapitre I, lorsque À < Re. 
et l'on en déduit que, si la fonction inverse de t = 9(3) est 


s=t+H(>); 


le rayon d’holomorphie de la fonction H(x) est au moins égal à ~~ : 


5. Comme les zéros des polynomes dérivés P’, (z) sont tous intérieurs 
au plus petit domaine convexe contenant C a son intérieur et comme, 


ia ANG ae eae Li 1: < - Las ñ ’ . 
si limy|a,A, | < ren la série dérivée XZa,P'(:) admet toujours la 
0 


même courbe de convergence que £a, P,(z), on voit que si VII, (=) 
©) à Vexté- 
à 1 Riise nA, 

rieur du domaine convexe considéré. La limite est d’ailleurs égale à 
o(3) car il existe une seule fonction admettant au voisinage de l'infini 
un développement de la forme | 


x Et . Ry n-A 
converge à l'extérieur de C il en est de mème de \/ 


J(s)=s+pot i +...+ À ie 
et telle que la famille des courbes | /(:)|— const. soit une famille 
donnée. 


Avec l’exemple qui nous a servi jusqu'ici, on a 


Pi. (3) = pl2s(s*§— 1) — rt (3 + 1) cos’ p§ — 7 (5 — 1) sin” p49] 
pour 
esp; 
et 
P,(3) =[(ap +1)5°— aps — 1,[=— 1} 
— prt (s +1) cos +! (p +1)9 — (p+1)rh(s —1}/sin?p0 
pour ; 


n=2p+1. 


As 
< 
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On peut affirmer que P,(3) a tous ses zéros dans le plus grand 
domaine limité par les circonférences |s—1j=r,,|z+1|=r, et 
leurs tangentes communes, et que, à l'extérieur de ce domaine, la 


: à ë Dewees 5) L A : 
détermination de fe équivalente à z pour z infini converge vers 


la détermination de 3? —1 réelle et positive pour 3 réel plus grand 
que 1. Ceci se vérifierait aisément sur les formules ci-dessus. 


6. La condition nécessaire et suffisante pour que \/| P,,(=)| converge à 
l'extérieur de C est qu'il en soit ainsi de V|H,(2)| et que V| À, | ait une 
limite. 

Il est évident que la condition est suffisante. Elle est aussi 
nécessaire, car si y//P,(s)| converge vers (z) il est clair que les 
courbes [ ont pour équation ®(s)=const. et par suite il faut 
V! P;(=)| 


HET est aussi con- 
VII, (3) 


que V\II,(3)| converge; alors la suite yA, | = 
vergente. 
Si £ est le logarithme de la limite de vi A,|, ona 
log@(z) = U(s) +4 


et, comme à l'infini U (z)— log}: =o, on voit que # est la valeur que 
prend la fonction log ®(z) — log =) a l'infini. 


Par suite les limites de \ |H,(z) et y, À, sont entièrement déterminées 
par la connaissance de la limite de \/|P,,(3)|. De plus on voit immédia- 
tement qu’à deux limites de \\P,(3)| différant par un facteur constant 


5 o i a aay 
correspond la même limite pour \/\II,,(3) . 


7. Si, VIL,(3)| convergeant à l'extérieur de C, on suppose non 
seulement que | A, | ait une limite mais que A,—(A +2)", ¢, étant 
£ 5 : I : 5 3 n——— : ; ; 
infiniment petit avec =) alors la détermination de yP,,(s) qui est équi- 
valente à (A +:,)z pour = infini converge évidemment vers A9(5), 

UT RE ae 
car elle vaut (A + ¢,) VII, (=). | 
. 3 . . (CET 
Réciproquement, si l'une des déterminations de ÿP,(z)est conver- 
. PET RE 
gente à l'extérieur de C, y,P,,(2)) est convergente et, d'apres la 
2 : Sree ae a : Æ 
remarque précédente, y, A, a une limite et y IL,(s), est convergente. 


12% 
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Alors VII, (z) converge vers ?(). Mais chaque détermination de VP,(=) 


est de la forme 
VAn V IL, (3), à 


le premier facteur étant l’une des racines nde A,,. Le second facteur 
ayant pour limite ?(s). à la détermination de VP,,(z) qui a une limite 
correspond une racine n°" de A, qui a une limite A. On a 
donc A,—(A +e,)". 

Au voisinage de l'infini la limite 9,(=) de VP,(3) a pour dévelop- 
pement 

Gi(s)—=A(;s)—=A:+Ap+ = +. 
Si donc on connaît 9,(3)-on en déduit immédiatement A et ?(=). Car, si 
au voisinage de l'infini 
Dis) = 4: + Yor . eens 


ona 


AG et pis)= ts =! 


Les polynomes de Faber, les polynomes de Tchebytschelf, les 
polynomes orthogonaux de Szegé ou de Carleman fournissent des 
exemples de suites telles que celles que nous venons d’envisager. 


8. Il est évident que tout ce qui précède s’applique aussi bien à des 
suites de polynomes P,(3) où il n’y aurait pas de polynomes de tous 
les degrés mais oun prendrait seulement une certaine série de valeurs 
entières. 

De même dans toute la suite de ce travail tous les théorèmes con- 
cernant des suites de polynomes P,(3), P,(2), ..., P,(s), ... s'appli- 
queront aussi bien si l'indice x ne prend pas toutes les valeurs 
entières. 


IL. — Tous les zéros des polynomes P,(:) sont sur un même segment 
de droite. 


Un cas particulièrement simple est celui où tous les zéros des 
polynomes P,,(=) sont sur un segment de droite. On peut toujours être 
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ramené, par un changement de variable linéaire, au cas où ce segment 
est sur l'axe réel. Nous supposerons donc que tous les zéros de P,,(=) 
sont réels et satisfont aux inégalités 


CECA (lex on). 


On pourra prendre pour C par exemple une ellipse de foyers a et b 
aussi aplatie que l’on voudra. Elle pourra être intérieure au cercle de 


a + b b—a / 
centre =,— —— et de rayon 7, pourvu que r, > roar jear Consé- 


€ 


quent à chaque série Za,P,(z) assujettie à la condition 


cer ee: I 
lim /| @An|< FF 
correspond une courbe continue fermée I’ entourant le segment (a, b) 
et telle que la série converge à l'intérieur et diverge à l’extérieur def, 
ainsi que la série dérivée. Pour que l’ensemble des courbes l forme 
une famille d’équation F(a, y) = const., il faut et il suffit que les fonc- 
mons U,,(3) == = log |II,,(z) | convergent à l'extérieur du segment (a, b). 
Nous allons montrer maintenant que cette condition est équivalente 
à une autre condition concernant la distribution des zéros des 
polynomes P, (3) sur le segment (a, b). 

Soit v,,(e) la fonction d’ensemble (') définie sur l’axe réel comme le 
quotient par du nombre de zéros de P,,(s) appartenant a l’ensemblee, 
chacun de ces zéros étant compte autant de fois qu’il y a d’unités dans 
son ordre de multiplicité. Nous allons établir le théoréme suivant : 


. . I x 
Pour que la suite des fonctions U,,(3)=-~log!II,(s)| converge à 


l'extérieur du segment (a, b), il faut et it suffit que la suite des fonc- 
tions 4,(e) soit convergente. U(e) étant la limite de 4,(e), la limite 


de Un() est bi snif 
vier f logrd U(e), 
(a, b) 


(1) Pour les fonctions d’ensemble voir De la Vallée Poussin : /ntégrales de Lebesgue, 
fonctions d’ensemble, classes de Baire. et Annales, 1. H. P., vol. 2, 1932, Note 1, p. 213. 
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où (a, b) désigne le segment fermé (a, b) et r la distance du point 5 à 
un point variable sur ce segment. 


Il est clair que la fonction d(e) est non négative, nulle pour tout 
ensemble de l’axe réel sans point commun avec le segment (a, b), et 
qu’elle prend la valeur 1 pour l’ensemble formé par tous les points de 
ce segment. 


1. La condition est suffisante. — Supposons-la satisfaite. Partageons 
l'intervalle (a, b)en p intervalles partiels par des points de subdivision 
que nous aurons soin de choisir en dehors des points de discontinuité 
de Y(e). Désignons par e; l’ensemble formé par les points intérieurs 
au 2" intérvalle à partir de la gauche et son extrémité gauche, 
pour £— 1,2, ..., p—1, et par e, l'ensemble des points du p*"° 
intervalle et de ses deux extrémités, de sorte que e,, e:, .... e, sont 
sans points communs et que leur somme est le segment fermé (a, b). 
Soient M; et m; le maximum et le minimum de log | — zx} quand x 
décrit e;. Ona 


Emp(e)s [| log r dU(e)< XM b(e;). 
(a, b) 


Quel que soit le nombre positif : donné à l’avance, si l’on prend les e; 


assez petits pour que M;— m; << 2 on à 
2M;d(e;) 7. ZmiV(e;) — =(M,;— m;)0(e;) <= 


d'où il résulte 


ib 


va, bi 


log r d'Y(e) — = <'Emib(e;) SEM;d(e;) ss logr d U(e) + à 
i (a, br 2 


Les ¢; étant fixés on peut trouver un entier N tel que Pinégalité n>N 
entraine à x 


| Emib(e;) — Em;b(e;)| < 


D | 


et 


[SMid,(e) — EMib(e:) |< €, 
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puisque la fonction 4, (e) a pour limite 4(e). Alors, pour n>N, on a 


Î logr d'h(e) — e < Zmibn(e:) < ZMin(e:) < log r dU(e) + €. 


(a, b) (a,b) 


Mais pour chaque zéro a! de P,,(s) appartenant à e; ona 


I 1 ES 
— m;< —log|s— afP |< — Mi, 
aay) Et 


d'où par addition, en désignant par > log|s— «| la somme 
# “ (2 fe 
Ylog|s— a} | étendue à tous les zéros appartenant à e,, 


I~ 
mi bn (e:) = > log | s — a?| $M, ¥,,(e:). 


En faisant successivement 7 = 1, 2, ..., p et additionnant ona 


=m; b,(e;) SU (sys 2M; d,(e:). 


Par conséquent l’inégalité n > N entraîne 


iE logrdd(e) —e<U(s)< log r° dU(e) + ¢. 
(a,b) 


(a,h) 


2. La condition est nécessaire. — Remarquons d’abord que la famille 
des fonctions d,(e) est normale, puisque ces fonctions sont bornées 
dans leur ensemble. Si donc la suite v,,(e) n’était pas convergente, on 
pourrait en extraire deux suites partielles 4,,(e) et v,,(e) convergeant 
vers deux fonctions différentes J’(e) et L’(e). Les suites U,,,(3) et U,;(5) 
convergeraient respectivement en dehors du segment (a, 5), d’après 
ce qui précède. vers 

Po logs dU’ (e) 


(a, ) 
et | 
UC log r d'Y"(e). 
(a, b) 
Le fait que L’(e) et L’(e) seraient deux fonctions différentes entrai- 
nerait que U’(s) et U’(z) seraient aussi deux fonctions diflérentes, 
résultat incompatible avec la convergence de la suite U,(:). En effet 
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nous allons montrer que l'égalité 


Us) = |. log r d'U(e), 


“ia, bh) < 


où Y(e) est une fonction nulle sur tout ensemble sans point commun avec 
le segment fermé (a, b), mais non nécessairement supposée non négative, 
ne peut étre satis faite que pour une seule fonction Y(e) bien déterminée. 

Soit a’ un nombre réel inférieur à a et b’ un nombre réel supérieur ad. 
Soit }() la fonction à variation bornée définie sur le segment (a', b’) 
comme égale à la valeur de Ÿ(e) pour le segment fermé (a’,æ). On sait 
que la connaissance de (x) est équivalente à celle de L(e). De plus, 
la fonction U(x) étant continue à droite, il suffit de connaitre une fonc- 

. Ses Ly A , . À 
tion dont on soit assuré qu’elle lui est égale presque partout pour la 
connaitre partout. 

Or posons 3 —?+1n et supposons r >o. Nous allons montrer 
que pour toute valeur x, de x comprise entre a’ et b' et où d(æ) est con- 
tinue, donc partout dans l'intervalle (a’, 6’) sauf au plus sur un 
ensemble dénombrable, on a 

: “aU 
b (ay) = —lim —— dE. 
Tr —0 a’ dr 7 
On a d’abord 


i 
v= f log|z— a|dU(2), 


puis. par dériyation sous le signe f 


ih 


ou n 
— = —>—_.—— d V(r). 
an fh = pren mer Val 2 


En intégrant ensuite sous le signe Î ona 


[ d= f ayia) [| Ret SO 
BP ad OR PR , W+ (Fay 


t a 


En appelant « un nombre réel supérieur a a’, mais inférieur a a et 


à æ,, et en remarquant que Ÿ(æ) est constamment nulle entre a’ et a, 
on peut aussi écrire | 


“QU y b' Lo dz 
— dé = | ef SG 2 
‘Met [ave w+ (Ea) 


“a 
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On a ensuite 


Lo aU P Lo h 
Rp) — f Sindh Noydyley + f B(x) d(x), 
4 id a ay 7 È 


DNS CES 
TER — 5 — 1 o o 
A(a) ie 7s Go ae Arcte sr te 


avec 


et 


n di : 
= el i RÉ CN = Arete : - —Arctg Ll 
de w+ (——a)? oy ea 


N ee . pe x RE : 
En appelant © un nombre positif inférieur à b’— x, et à æ,— a, on 
peut écrire 


ry(a)— [7 Lo = jie uaa A(x) dU(x) 


xc ; B(x) ayn +f B(a)d(2). 


Tot 6 


Si l’on appelle W(x) la variation totale de U(x) entre a’ et x, 
comme l’on a partout 


Oma A (ar) 9 et — = <B(x)<o, 


on voit que la deuxième et la troisième intégrale sont inférieures en 
module respectivement à 
n[W(ay)—W(a,—8)} et [ W (ay +8) — W(ao)]. 


Wax) étant continue pour x = x, quel que soit le nombre positif ¢, 
on peut choisir à assez petit pour que la somme des deux expressions 


LA Là LA € # , x 2 La 
précédentes ne dépasse pas -. ¢ étant fixé, A(æ) tend uniformément 


vers zéro avec n dans l'intervalle («, æ,— à), et il en est de même 
de B(x) dans l'intervalle (a, +6, b’); on peut donc déterminer 
un nombre positif w tel que l'inégalité 7 <w entraine 


PR eave f Hors 
Alors pour 7 <w on aura ) 


Tv ( (a) = [al <s 


Ann. Ec. Norm., (3), LVI. — Fasc. 3. 


26 
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Remarques. — 1. La démonstration précédente prouve non seule- 
ment qu'il faut que la suite 4,(e) soit convergente pour que la suite 
U,(z) le soit, mais que, si pour deux suites de polynomes ayant leurs 
zéros sur le même segment (a, b) les fonctions U,(:) convergent vers 
la mème fonction U(s), pour ces deux suites les fonctions },(e) ont 
aussi la même limite Le). 

Il en sera ainsi en particulier, d’après la Remarque 6 du chapitre 
précédent, si, pour les deux suites de polynomes considérées, 
l'expression V]P,(3)|a. à l’éxtérieur du segment (a, b). deux limites 
qui diffèrent par un facteur constant. 


2. Si à l'extérieur du segment(a, b)les fonctions U,(3) = ~ log|IL,(s)| 


ont une limite U(3), la détermination de VIL,(3) équivalente à 3 pour 
3 infini, c’est-à-dire celle qui est réelle et positive pour 3 réel plus 
grand que b, a aussi une limite o(3) qui est une fonction uniforme 
dans le plan coupé suivant le segment (a, ©). Il est clair que 9(s) est 
réelle et positive pour 3 réel plus grand que b, réelle négative pour = 
réel plus petit que a, et a son point représentatif dans le demi-plan 
supérieur quand s est dans le demi-plan supérieur. 

Supposons 3 dans ce demi-plan et appelons @(s) l’argument de 9(z) 
compris entre zéro et x. L'une des déterminations de log 9(s) est 


logg(s) = U(s) +:@(:). 


Et l’on a par suite en reprenant les notations de plus haut 
aU 00 


de dE? 
d’où 
aL = ; 
[= Olu! + in) — O(ay+ in), 


va’ 


lim if d= — lim @ (x + in). 


a’ 


En tout point æ, où Y(a) est continue, c’est-à-dire sur tout le 
segment (a’, 6’) sauf au plus sur un ensemble dénombrable, les deux 
limites existeront et l’on aura 


7ZU(ay) = tT — lim O(ay+ in) 
ft 


4 
x 
’ 
ie 
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ou 
Vo) = =[r — lim @ (+ Le 


Cette équation détermine la fonction de point associée à L(e) oredus 
l’on connaît la limite 9( 3) de \ VIL,(3). 

Si 9(s) est continue sur les bords de la coupure faite dans le plan 
suivant le segment (a, b), pour x compris entre a et b et tel que 
o(x)=>40 on aura 


(2) = -[x—8(2)], 


O(x) désignant l’argument compris entre zéro et x de la valeur prise 
par ©(=) pours —x surle bord supérieur de la coupure. 


Application aux polynomes orthogonaux. — Un cas particulier inté- 
ressant est celui des suites de polynomes orthogonaux sur le segment 


(a, 0): 


p(æ) étant une fonction non négative de æ dans l’intervalle (a, 6), 
on définit la suite de polynomes P,(z), Pa(s), ..., P,(z), .... dont 
chacun est de degré égal à son indice, par les conditions 


h 
ip Pate) Pe aaa 0 pour mn, 
ab 


] PERD a) dirt 


On sait que P,(z) a tous ses zéros réels, distincts et compris entre 
a et b. 
Nous supposerons pour simplifier que a——1,etb—+1, cas où 
l’on peut toujours se ramener par un changement de variable linéaire. 
Si p(x) satisfait à des conditions de caractère très général, le rapport 
Pst (5) 
PA(s) 
de plus grand module de l'équation 


a pour limite, à l’extérieur du segment (— 1, +1), la racine 


X2—95X +1—=0o, 


de sorte que Dre par suite //P,,(s)|, tendent vers le module 


[Pn(s)! 
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de cette racine, fonction de = qui ne dépend pas de p(æ). Il suffit par 
exemple que l’on ait presque partout p(a) > o et que l'intégrale 


a logp(x) dx ù 
prise au sens de Lebesgue, existe (*). 

© Dans ces conditions la suite des fonctions 4,(e) relatives aux poly- 

nomes P,,(s) converge vers une fonction U(e) indépendante de p(2). 

Pour déterminer cette fonction L(e) il suffit de considérer la suite des 

polynomes trigonométriques 


2 
Pyle) = 1/2 cosntarecos 2] 


On voit immédiatement que la fonction de point associée à Y(e) est 
TEA 2 [r — Arc cosæ|— = + — Arcsin.r. 
Te 7 2 T 
Cela résulterait aussi, en vertu de la Remarque 2 précédente, de ce 
que 


le radical ayant la détermination qui est réelle et positive pour = réel 
supérieur À 1. 

La convergence de 4,(e) vers d(e) s'exprime par le fait que de 
nombre des séros de P,(z) au plus égaux à x (avec —1<x< +1) est 
égal a 
fr Arc cosa’| [1+ 2,(.r)]. 

On peut dire aussi que le nombre de zéros de P,(3) compris entre « et 3 
(—1Sa< B<+1) est égal à 

n P ; ; 
= [Are sin8 — Arcsinz}|1+ ¢),(a, B)]. 


En(X) et e,(x, B) sont des quantités infiniment petites avec =. 
n 


(1) G. Szecô, Ueber die Entwickelungen einer analytischen Funktion nach den Poly- 
nomen eines Orthogonalsystems (Math. Annalen, Bd. 82. 1921. p. 188-212). 
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On peut dire encore que le nombre de zéros de P,(:) situés sur un 
segment de l'axe réel, lui- -même HÉeNR au ater (— Ne +1), est 


demi-plan tour qui se ote aihosanalenent sur ce sont 

On peut déduire de la une expression approchée du p" zéro de 
P,(:). Soit en effet x(t) la fonction non décroissante définie dans 
l'intervalle (0, 1) de la façon suivante : pour t— 0, x,(t)——1, pour 
BIS, 7,( 2). est égal au zéro de P,(:) dont le rang est égal a la 
partie entière de nt lorsqu’on range ces zeros par ordre de grandeur 
croissante. On voit que pour 7 infini x,(¢) tend vers — coszt. Pour 
t=o il y a constamment égalité; pour o<t< 1, si est assez petit 
pour que ¢—<>o et t-+-2<1, on voit que le nombre de zéros de 
P,(s) au plus égaux à —cosz(t—<) est asymptotiquement égal à 
_n(t—ez) tandis que le nombre des zéros au plus égaux à — cos 7(t+€) 
est asymptotiquement égal à n(t-+-<), de sorte que pour x assez grand 
æ,(t) est compris entre —cosn(t—<) et —cosr(t+e); enfin le 
nombre de zéros de P,,(z) au plus égaux à — cosz(1— ¢)=coste est 
asymptotiquement égal à n(1— <), de sorte que pour nv assez grand on 
acoste << 2@,(1)<1. 

Mais si une suite de fonctions non décroissantes dans un intervalle 
converge dans cet intervalle vers une fonction continue, la conver- 
gence y est uniforme. Donc x,(t) converge uniformément vers 
—costt. 

Le pie zéro de P,(z) est égal à æ,. (£ )- Par suite le p°" zéro de P,(z) 


est égal à 
— cos p = + En.p, 


° 5 I 
tendant uniformément vers zéro avec 


2 
“n,p 


Suites de polynomes liés par une relation de récurrence de Poincaré. 
1. Une suite orthogonale est un cas particulier de suite de poly- 
nomes liés par une relation de récurrence de la forme 


Prio(v) + (nx + Dn) Payal) 6 Par) =0, 


à coefficients réels et oc, est positif, a, a un signe constant, et a,, 
b,, ¢, ont des limites a, b, c pour n infini. 
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Étant donnée une relation de récurrence de cette forme, où l’on 
suppose d’abord seulement que c, est positif et a, a un signe constant, 
si l’on prend : 

P.(a}oo1, P, (2) =ar+ 6, 
avec a et B réels et aa,< 0, un raisonnement classique montre que 
les polynomes P,(æ) ont tous leurs zéros réels et que les zéros de 
deux polynomes consécutifs sont entrelacés. 

Si l’on suppose établi que P,.,(æx) a tous ses zéros réels, soient x, 
Lo, ..+5 L,,1, et entrelacés avec ceux de P,,(x), on voit que les signes 
de P,,,.(x) pour les valeurs 


100 a i ee ae eee ee ee ee 


sont alternés, de sorte que P,.,(x) a tous ses zéros réels et entrelacés 
avec Ti, Los es Lyi. Or, P,(æ) est positif pour + et négatif pour 


le zéro SSF de P,(x); il a donc un zéro réel plus petit et un plus 


3 
grand que — ©. 


En raison de cette disposition relative des zéros des polynomes de 
la suite, lorsque l’on passe de P,(æ) à P,,,,(a) le nombre de zéros 
inférieurs à un nombre donné x, et le nombre de zéros supérieurs 
à x, ne peuvent l’un et l’autre que ne pas changer ou augmenter d’une 
BA: 625) 

Pr(Xo) 
du signe de a, le nombre de zéros supérieurs à +, augmentera d’une 
unité, le nombre de zéros inférieurs restant inchangé, et toutes les 


Pris (Zo) 
Peony 

Supposons maintenant que a,, b,, c, aient des limites a, b, c, avec 
ao et co. Alors, d’après un théorème de Poincaré sur les rela- 


tions de récurrence ('), lorsque l’équation en X 


unité. On-voit aisément que toutes les fois que le rapport sera 


fois que sera du signe contraire de a,, ce sera l’inverse. 


(1) X+ (av+b)X+c=0 


. $ ) . 
a ses racines de module différent, le rapport oe 


vers l'une d’elles, en général la plus grande en module. 


tend, pour ninfini, 


(1) American Journal of Mathematics, Vol. Vil, 1884, p. 201. 
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Le produit des racines de l'équation (1) étant égal ac, qui est réel 
et positif, elles ne peuvent avoir même module que si elles sont ima- 
ginaires conjugnées, ce qui a lieu si x est réel et compris entre les 
racines x’ et x” de 

(ax+ b)?— ke. 


Siz est réel et extérieur a l’intervalle (x', x”) les racines de l’équa- 
tion (1) sont réelles, du signe de a si æ <x' et du signe contraire 
Spats wl, : 

Soient alors £’ et 5” deux nombres réels, le premier inférieur à 2’ 
mais aussi voisin que l’on voudra de x’, le second supérieur à x” et 
aussi voisin de x” que l’on voudra. Il résulte de ce qui précède qu’à 
Pris (57) 


partir d’une certaine valeur n, de n le rapport tr; 


sera du signe 
Pa en) : : 

de a et le rapport Ty du signe contraire; de sorte que le nombre 
de zéros de P,(x) supérieurs à &" et le nombre de zéros inférieurs à £' 
resteront constants pour n 2n, (les valeurs constantes pouvant étre 
nulles). On peut ranger les zéros extérieurs à l’intervalle (£/, &) par 
ordre de grandeur croissante par exemple, et considérer chacun 
comme fonction den; d’après ce que l’on sait sur la disposition rela- 
tive des zéros de deux polynomes consécutifs de la suite, les zéros 
inférieurs à & iront en décroissant, et les zéros supérieurs à €” en 
croissant. Les uns et les autres auront des limites pour 7 infini, car 
nous allons montrer que tous les zéros de P,(æ) restent compris dans 
un intervalle fixe (X’, X”). 


Posons en eflet 
PA ae) 


TE ACTE 
On à. 
Pari Un TL On Le Q 
Pn 
Si l'on appelle A le minimum de ,¢@,, B le maximum de |6,/, Cle 
, ‘er : LU É > B+2VC Pare oalite 
maximum de jc, |, cette égalité montre que, si|æ}? x Fanegalite 


|on|2 VE entraine que 0,., est du signe de — ax et | Pn,, eye. 
Or ona 
Pola isan B. 
14 
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On peut donc choisir deux nombres réels X' et X”, le premier inférieur 


C B + 2VC 
à ss le second supérieur à + >", de façon que l'on 
ait : 
apo(X’) >0, — | po(X’) |2 VG; 
et “6 
ap(X")<0, | po(X")|2VE. 


Par récurrence on voit que l’on aura, quel que soit nr positif ou 
nul, 
apn(X') >0, — | pn(X’) |2VG, 
wpn(X") <0, | pa(X")|2VG. 


Les signes de ¢,,(X’) et o,(X”) prouvent que le nombre de zéros exté- 
rieurs à l’intervalle (X’, X”) reste le même pour P,,(a) que pour P, (x), 
c’est-à-dire zéro. 

La suite des polynomes P,(æ) est donc une suite de polynomes dont 
tous les zéros sont sur un segment de droite. On a vu plus haut que le 
PrH(x) 

Pa(æ) 
Il en est donc de même de 


rapport a une limite lorsque x n’est pas sur le segment (z’, x”). 


PA (æ) | 
n 1 . 2 é i é 
VIII, (æ)| et - log |II,(æ)|. La suite des fonctions Ÿ,(e) est donc con- _ 


vergente. 


et par suite de V| P,(æ)|, puis 


Pr elie) 
Pra) 
tion (1), il résulte que l’une des déterminations de VP,(æ) converge 
vers cette racine. Or les racines de l’équation (1) donnent deux fonc- 

tions analytiques et uniformes à l’extérieur du segment (x, x”): 


—(ax+b)—V(ax+ b)?— he EN pu (ax+ b)+V(axr+ b)?— he 
SNE D eA ea) : 


2 2 


De ce que le rapport tend vers une des racines de l’équa- 


où le radical sera pris par exemple avec la détermination qui est réelle 
et du signe de a pour x réel supérieur à x”. 
. . Ly > a . Q . Cure 
La limite de VP,(3) devant être analytique et uniforme al’extérieur 
du segment (X’, X”), qui contient (x’, w”) à son intérieur, elle devra 
être égale constamment à l’une ou l’autre de ces deux fonctions. 
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J ee Lier 
Comme elle est infinie pour 5 infini, c’est 


— (ax + b)— (aa + by — he 


2 


D’après la Remarque 7 du chapitre précédent, on en déduit 


aS l Ar b)2?— he 
Ch Vie 0 TRE eas he 


Cette fonction étant continue sur les deux bords du segment (AT NP), 
la fonction de point }(a) associée à L(e) est égale a -[z—O(@)], 
O(a) étant l’argument compris entre zéro et x de la valeur prise 
par (3) pour s =a sur le bord supérieur. En posant 


b Cc 
ifm AYE = COSY (OR OR T)s 
TA a ; eee 


on trouve 


; : I : 
OL) 9, d’où dix) = =[r— gj. 
16 


La fonction Ÿ(+x) non décroissante et comprise entre zéro et.1 est 
nécessairement égale à zéro pour «< x' et à 1 pour x >æx" puisque 


Eau y= 0; ARR Le Pme 


Au total on voit que pour n infini la proportion de séros de P,(x) 
= 5 5 G) 7 
compris entre deux nombres x, et x, a pour limite —; w étani la mesure 
à 1. 


de l’arc du demi-cercle de diamètre (x', x") compris entre les droites 
C2, ctx=2,. 


2. Considérons encore une relation de récurrence de la forme 


Pea D eee Cn pa Oe 


, A? 


et prenons toujours 


Pear. Pee Bia. 


Nous allons montrer d’abord que, moyennant certaines restrictions 
imposées à a, b,, Cy, d,, on peut encore choisir x et 3 de manière que 
P,(æ) ait tous ses zéros réels. 


Ann. Ec. Norm., (3), LVE. — Fasc. 3. 95 


> 
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Le raisonnement employé pour la première relation de récurrence 
étudiée était basé sur le fait que le coefficient de P, était positif. Ici ce 
coefficient dépend de x; lorsque x est réel, il est réel, mais il n’est 
positif que sur une demi-droite. Nous allons faire des hypothèses telles 
que l’on puisse reproduire le raisonnement en question en y rem- 
plaçant simplement l'intervalle (— 0, +9) par un intervalle dont 
l’une des extrémités sera finie et sur lequel on aura toujours 
CZ + d, > 0. 

Supposons donc que c, ait un signe constant et que les intervalles 
définis par c,æ + d,> o aient une partie commune. 

Si l’on pose 


ché} avec «, > 0 et Er, 


edn . a ; 
les nombres — —— auront une borne supérieure finie ey et la partie 


n 


commune aux intervalles c,æ + d, > o sera l'intervalle d’extrémités y 
et € æo. 


Supposons encore que a, ait un signe constant, ce qui se traduira 
par 
et avec «,, >0 el Cp ete 


que l'on ait 
é en ny mh b,) <= 0, 


et que, si l'on appelle 2A la borne inférieure de |a,y + b,| et B la 
borne supérieure de |c, y+ d,|, l’on ait 


A— B > 0. 
Si l’on pose comme plus haut 
Pn(æ) = > : | 
on voit que l'inégalité 
entraine 
t! Prii(y) Ddo— VA B. 
Si donc on prend « et 8 de façon que 


ee’ (ay +B)—cepo(y)2 A —VA—B 
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on aura, quel que soit n, 
fe Onlyy oA SV ATS B et a fortiori E € Pn(Y) > 0. 


Le signe de P,(+) sera donc celui de (¢e')". 
Si l’on s’astreint de plus à la condition </a <0, le signe de P,(x) 
pour €. sera celui de (— <<’)”, car le coefficient de x" est «.(— ay’. 
[a ‘ 
… D'autre part le zéro — 2 de P,(a) sera compris entre y et <.0c. 


R 


P,(x) est alors positif pour <.2 ct y, et négatif pour —", 


8 


de sorte qu’il a un zéro compris entre y et — > et un compris entre 


— ë et ¢.oc. Ensuite, en supposant établi que P,(x) et P,,,(æ) ont 
leurs zéros réels, compris entre y ete.æ, et entrelacés, on voit que la 
succession des signes pris par P,,,(æ) pour y, <.20 et les zéros de 
P,.,(æ), ces valeurs étant rangées par ordre de grandeur, est alternée; 
d’où il résulte que P,.,(æ)a ses zéros réels compris entre y ete. et 
entrelacés avec ceux de P,,,(x). 

En définitive on a ainsi démontré que, sz l'on prend 


ea <0 el es (ay + B)>A VAR, 


tous les polynomes P,(x) ont leurs séros réels et compris entre y ete. x, 
deux polynomes consécutifs ayant leurs zéros entrelacés. 

On voit aisément que, x, étant un nombre réel fixé entre y ete.c, 
lorsque l’on passe de P,(x) à P,.,(æ), si p,(æ,)est du signe de z.2' le 
nombre de zéros compris entre x, et y ne change pas, tandis que lc 
nombre de zéros compris entre x, et. % augmente d’une unité, ct si. 
p,(æ,) est du signe de — ¢.¢’ c'est l'inverse qui a lieu. 


Supposons maintenant que, pour n infini, a,,.b,, c,, d, aient des 
limites a, b, c, d, avec a > 0. Alors pour toute valeur de x qui donne à 
l'équation 
(2) X+ (ax +b)X +(cr + d)=o 
deux racines de module différent, le rapport nn. — p,(æ) a pour 
limite une des racines de cette équation, en général la plus grande en 


module. 
Pour x réel les coefficients de l'équation sont réels; les racines ne 


14% 
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peuvent donc avoir même module que si elles sont opposées, coufon- 
b 


dues ou imaginaires conjuguées. Le premier cas a lieu pours =— — 


x 


le troisième ou le second pour 
(ar + b)?— 4(en + dy. 
Le premier membre est un trinome du second degré dont le coeffi- 
cient de x? est positif, et il a des racines réelles x’ et x” car pour 


. Ll —— d x . , ’ 
L—=— £ il prend la valeur 4 Te En effet, l'hypothèse 


E (Any + Yn) <0. 


que nous avons faite plus haut, entraine d’abord 


Mn Cn Un d,, 


td s =: 
ee (= + bn) «A à d'où — +, 


Cn ty 


puis à la limite 
be -— ud 


a 


e's 


tu 


Si =’ est inférieur à a’, mais aussi voisin de lui que lon veut, et £ 
inférieur à x2’, mais aussi voisin de lui que l’on veut, les racines de 


l'équation (2) sont du signe de —<’ pour x =’ et du signe de <’ pour 


w=". Par suite il existe un entier n, tel que, pour n2>n,, o,(E') est 


du signe de — <' et p,(2") du signe de <’. On en déduit que le nombre 
de zéros de P,(x) inférieurs à 7’ et le nombre de zéros supérieurs à =” 
sont constants à partir de n — n,. Si l’on numérote ces zéros extérieurs 
à Pintervalle (&’, £”) par ordre de grandeur, chacun peut être considéré 
comme fonction de n. Les uns décroissent, les autres croissent; tous 
ont des limites pour » infini car ils sont compris dans un intervalle 
fixe. En effet on connaît déjà la borne y et nous allons montrer l’exis- 
tence d’une autre borne en sens inverse. 
N/ 


Soient A’ le minimum de a’; BY, C’, D’ les maxima de |b), c', |di. 
Posons | 


M(8)=\'6—B N(è)=C'ô + D, 


et supposons © positif assez grand pour que 


M2-= GN > 0. 


SUR LA CONVERGENCE DES SÉRIES DE POLYNOMES. 209 
Alors légalité 
CnE Ô =i dy 


(Cia) co 
Pn+i n n 0, (€ 0) 


montre que l’inegalité 


entraine 
— 26’ Pn.1(¢3)>M —\/M?— EN, 
de sorte qu'il suffit que 
— £ Do(28)>M—\ M 4N 
pour que l’on ait, quel que soit n, 


-2e/0,(60)2M — \/M?— 4N, done2:2/0,(2 a) <0. 


Or — ane est égal à — — <8 et tend vers + + quand ¢ 
tend vers +, tandis que fais 4N tend vers ne Il est done 


facile de ae 2 assez grand pour que 


-— £3'9,(20)2M —\/M?— GN. 


9 étant ainsi choisi le nombre des zéros compris entre <4 et < 20 est le 
même pour P,(æ) que pour P, (2), c'est-à-dire zéro. Tous les zéros de 
P,(æ) sont donc compris entre y et ee 

La fonction V |P,,(a)| étant convergente à l'extérieur de l’axe réel. 
la suite des fonctions ,(e) est convergente. De plus, de ce que le 
rapport pele pour limite une des racines de l'équation (2) on con- 


P,(.r) 
clut que l’une des déterminations de VP,(æ) a la même limite. Cette 


limite étant une fonction analytique uniforme à l’extérieur du seg- 
ment (y, <2), elle doit y être constamment égale soit à 


EG + D) — Vaux + by— 4(cx+.d) 


2 


bd 


soit a 
» 
—(ar+6)+V(art+ by— 4ler+d) 


9 


, 


le radical étant pris par exemple avec la détermination qui est réelle 
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et du signe de a pour x réel plus grand que x”. Comme elle devient 
infinie pour æ infini, c’est la première valeur qui convient. On en 
déduit que . 
azs+b+V(as+b}—4(cs+d), 
a) yaa ee 
pour 2 <2’, on trouve 
O(2) =n. d’où bfa) == 05 
pour x > 2”, on trouve 
6 (a) ="; d’où dia) x; 


enfin si x est compris entre x’ et x”, en posant 


2C 2e + a(ad — be) b 2 
2 = + c 


a c 
—+ 1 _____— cosa =— — + — +2k cose 
b oe a : a. a 


(avec 0L OST), 


on trouve que la valeur prise par 2(z) pour s = 2 sur le bord supé- 
rieur du segment (x, 2”) est 


c ; 
— +ke®. 
«° 


~ 
ie 


4 à : b ; 
O(a) est l’angle sous lequel on voit du point 2 —=— la portion 
du demi-cercle de diamètre (x', 2”) d’abscisse inférieure à x. 

En définitive on voit que la proportion de zéros de P,,(a) compris 


. . G) , + 
entre deux nombres x, et x, tend, pour n infin, vers =O désignant 


eas. ; 
langle sous lequel on voit du point x =— ; l'arc du demi-cercle de 


diamètre (x', x") compris entre les droites x = x, et x =X». 
A titre d’exemple prenons la relation de récurrenee 
G(r + 2)Payot+ 2[an+ 3 — 4(n+1)2] Pait (nr +1) (5 — aa) Poa. 


qui se raméne à la forme voulue en la divisant par 4(n-+ 2). Ona 
5 I 
Er, vers ASS B=0. 


Par conséquent, si l’on prend 


P,=4; Pi ax +6, avec & > 0 et 5a +46 >, 
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L # > 1 2 A 5 
P,(æ) aura tous ses zéros réels et inférieurs à z et deux polynomes 


consécutifs auront leurs zéros entrelacés. 
L 
D’autre part a, tend vers a = — 2, b, vers b—1,c, vers c——1 et 


d, vers d= 7 On a done 
(ax + b)?— A(cex-+d)=(27 —1)2+ ha —5=hat— G, 


dont les racines sont +1 et —1. 

Par suite, si 7 est un nombre positif arbitrairement petit, le nombre 
de zéros de P,(a) inférieurs à —1— 7 et le nombre de zéros supé- 
rieurs à 1-+y restent bornés pour n infini. Les premiers, s’il y en a, 
décroissent chacun vers une limite finie; les seconds, s’il y en a, 


2 


croissent chacun vers une limite inférieure à ;- De plus, si æ, et x, 


=! 


sont deux nombres réels quelconques, pour 7 infini, la proportion de 


à ; 4 ot Tae eG ; 
zéros de P,(æ) compris entre x, et x, a pour limite > & étant l'angle 
L 


sous lequel on voit du point : la portion du demi-cercle |>|—=1 du 


demi-plan supérieur comprise entre les droites x =a, etæ—x;. 


DEUXIÈME PARTIE. 


SUITES DE POLYNOMES DONT LES ZÉROS ONT UNE DISTRIBUTION RÉGULIÈRE. 


Nous avons vu au chapitre précédent que, lorsque tous les zéros des 
polynomes P,,(s) sont sur un même segment de droite, la condition 
trouvée antérieurement pour que l’ensemble des courbes I se réduise 
à une famille d’équation F(a; y)== const. entraîne une certaine régu- 
larité dans la distribution de ces zéros. Cela tient à l’unicité d’une — 
distribution de masses sur le segment donnant à l'extérieur un potentiel 
donné. Aussi ne peut-on espérer obtenir un résultat semblable dans 
le cas général où l’on suppose simplement les zéros intérieurs à une 


, x : > Le 1 / 5 mae 
courbe fermée C et il suffit que —iog/IE,(+)| converge à l'extérieur 


de C. Mais, si l’on suppose les zéros des polynomes de la suite P,,( =) 
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distribués régulièrement, on peut obtenir des résultats plus complets 
sur la convergence des séries Ya,P,(:), en ce sens que l’on peut 
étudier le cas “gineral ott la suite des coefficients a, n’est plus assu- 
jettie à aucune fonda, On peut méme ne plus supposer P,,(s) de 
degré n et les zéros intérieurs à une courbe C : on peut assujettir seu- 


lement le degré p, de P,(z) à la condition que le rapport Es reste borné 


et laisser les zéros se répartir dans tout le plan. 
Nous allons faire dans ce but une étude précise du comportement 


de l'expression — log: P,(3)! pour une telle suite à zéros distribués 


régulièrement. 

indépendamment du souci de l'application aux séries, nous montre- 
rons que ce comportement est caractéristique de la régularité de 
distribution des zéros pour toute suite de polynomes dans laquelle le 


) ; 4 : ‘ À : à 
rapport "est borné. Nous étudierons aussi les zéros des polynomes 
a 
dérivés. 
Nous appellerons comme précédemment & l’ensemble des zéros des 
polynomes P,(:) et E son dérivé; tout point de & où sont confondus 
une infinité de zéros sera considéré comme appartenant à E. Nous 


pen di A, le coefficient de 2’ dans P,,(s) et par Il,(:) le 


quotient - ae - Nous détinirons la fonction d'ensemble d,(e) comme 
a 


égale au quotient par x du nombre de zéros de P,,(=) appartenant à 
l’ensemble e, chacun étant compté autant de fois qu'il y a d’unités 
dans son ordre de multiplicité. Nous dirons que la distribution des zéros 
des polynomes de la suite P,(3) est réguliére si la suite des fonc- 
tions Ÿ,(e) converge vers une fonction vie). L(e) est évidemment 
non négative. De plus remarquons qu’elle est nécessairement nullé 
sur tout ensemble sans point commun avec E : un tel ensemble peut 
ètre recouvert par une suite dénombrable de carrés dont chacun est, 
ainsi que son contour, sans point commun avec E; or un tel carré ne 
contient plus, à partir d’une certaine-valeur de n, aucun zéro de P, (= sy 

Si Pon considère P,(z) comme un polynome de degré p!, ayant 
Pa Pn 2éros infinis, on pourra choisir p', supérieur à p, de manière 


que le rapport 21 “ait une limite pour à infini, limite qui sera d’ailleurs 


:' 
boa) 
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évidemment arbitraire. On pourra définir la fonction d,(e) pour des 


ensembles e pouvant contenir le point à l'infini, et elle sera conver- 
gente dans le plan muni de son point à l'infini. Mais la valeur de la 
fonction limite pour le point à l'infini dépendra de la limite choisie 


: ; D 4 . ; 
arbitrairement pour fn. Mais ceci n’a pas d’importance, car nous ne 


ferons intervenir cette définition étendue des fonctions L,(e) et U(e) 
que dans certaines démonstrations où nous aboutirons à des inté- 
grales de la forme 
friadge : 
A 


A élant un ensemble contenant le point à l'infini et f(s) une fonction 
nulle à l'infini. La valeur arbitraire de U(e) pour le point à l'infini 
disparaîtra donc du résultat. Partout ailleurs nous considérerons les 
fonctions 4,(e) et Ÿ(e) comme définies seulement pour les ensembles 
ordinaires formés de points à distance finie. 

Pour ne pas surcharger les démonstrations nous commencerons par 
exposer quelques notions préliminaires utiles pour la suite de nos 
raisonnements. 


I. Notions préliminaires. 


1. Lemme sur les intégrales de Stieltjes. — )émontrons d’abord le 
lemme suivant. 


Si la suite des fonctions d’ensembles non négatives 4,(e) définies 
dans un domaine A converge dans ce domaine vers une fonction U(e) 
bornée et nulle sur la frontière d’un domaine D contenu dans À, et 
st f(Q) est une fonction de point continue dans D et sur sa frontière, 


l'intégrale {1 d,,(e) tend vers 
b 


[Qave. 
D 


Partageons D en ensembles partiels e; en coupant par des parallèles 
aux axes de coordonnées, en ayant soin de ne pas prendre des droites 
Ann, Ec. Norm., (3), LVI. — Fase. 3. 28 
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telles que }(e) ait une valeur non nulle sur leur intersection avec D, 
droites qui forment au plus un ensemble dénombrable. Soient m; et M; 
les bornes inférieure et supérieure de /(Q) sur e;. Ona 


Emigle)< [ f(Q)ay(e) SEM (ei). 


Si l’on prend les e; assez petits pour que 


€ 


M; — mj 2b(D)’ 


il en résultera 
=M;(e;) — 2m; b(e;) < 5) 


et par suite 
f FQaye)— ? < Emi p(er) SEM Yen) < f F(Q) dde) + Bass 
D F D 


Les e; étant fixés, il résulte de la convergence de 4,(e) vers U(e) 
que l’on peut déterminer un entier N tel que l’inégalité n2N entraine 


£ 
© 


Em; bei) =" Zm;d(e:) | << 


À | 


et 
| 2M, 4, (e;) — EM, b(er) |< = 


de sorte que 
f S(Q)dy(e) —e<Emibale)s f S(Q)dYn(e)SEMidn(e) < if S(Q)dY(e) +e. 
D iT) D 


Remarquons que si l’on suppose que /(Q) dépend d’un certain nombre 
de paramètres variables dans un certain champ Q et est uniformément 
continue par rapport à Q et bornée quand les paramètres décrivent ce 


champ, l'intégrale Ono converge uniformément vers 
b 
[A Q aye). 
VD 


En effet, le choix des e; de façon que M, — mi< = peut être fait indé- 


pendamment des valeurs des paramètres dans (2, et il en est de même 
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ensuite de la détermination de l’entier N, car 


; | Smitha (er) — Bm; b(e;) [SE mil | dre) — Ye) | 
e 
| 2M: bn(e;) — 2M; b(e,) |< Z| M;| | ble) — Ye). 


et m; et M; sont bornés. 

Remarquons encore que l’on peut étendre ce résultat au cas où D 
n'est pas nécessairement borné mais est un ensemble quelconque du 
plan complet (') à condition que, la fonction f(Q) étant toujours 
bornée comme plus haut, on soit assuré de pouvoir, quel que soit le 
nombre positif n, partager D en un nombre fini d’ensembles partiels e; 
tels que l’on ait M;—m;< pour toutes les valeurs des paramètres 
dans le champ Q, le choix de ces e; pouvant être fait de telle facon 
que Ÿ(e) prenne la valeur zéro sur leurs frontières. 

Enfin, ont peut étendre au cas d’une fonction f(Q) complexe en 


_ séparant la partie réelle et la partie imaginaire. On voit de suite qu’il 


suffit que /(Q) soit encore bornée et que l’on puisse faire le partage 
en un nombre fini d’ensembles partiels e;, assujettis toujours à la 
même condition. de facon que 


If(Q) — f(Q) <n 


pour tout couple de points Q et Q’ pris dans e; et tout système de 
valeurs des paramètres pris dans le champ Q. 


2. Un théorème sur les ensembles. — ln autre résultat que nous 
aurons à utiliser est le suivant : 


Soit « un nombre positif quelconque et soit une suite d "ensembles E,, 
E,, ..., E,, ... tous intérieurs à un méme domaine borné. Si E, peut 
étre recouvert par une suite de cercles, finie ou non, et pouvant dépendre 
de n, mais telle que la somme des puissances a*"* des rayons ne 
dépasse pas un nombre ¢ indépendant de n, l'ensemble limE, peut étre 


recouvert, quel que soit ¢ positif, par une suite de cercles telle que la 
Ë . 4 r nn 9 
somme des puissances a": des rayons ne dépasse pas © + < (*). 


(‘) Nous appellerons plan complet le plan muni de son point à Pinfini. 
(2) Nous disons que l’ensemble E est recouvert par une suite de cercles si tout point 
de E est à l'intérieur ou sur la cireonférence de l’un au moins de ces cereles. 
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Il suffit d'établir ce résultat en supposant que chaque ensemble E, 
contient le précédent. En effet l’ensemble limE, est la limite de la 
suite des ensembles &,—E,E,,E,.:... dont chacun contient le 
précédent; et toute suite de cercles qui recouvre E, recouvre aussi 6,. 

Nous appellerons M(E) la borne inférieure des sommes des puissances 
ames des rayons des suites de cercles recouvrant l’ensemble E et 
nous montrerons que, st les ensembles E, sont intérieurs à un même 
domaine borné et st E, CE CE; ...,0ona 

lim M(E,) = M(limE,). 


Si E, peut étre recouvert par une suite de cercles dont lasomme des 
puissances a" des rayons ne dépasse pas ©, on aura 
M(E,)<à, 


de sorte que 
lim M(K,) = M(limE,) <4. 


d’ou le résultat que nous avons en vue. 


a. Il nous sera commode d’introduire une mesure particulière des 
ensembles en utilisant la théorie abstraite donnée par M. Carathéodory 
dans son mémoire sur la mesure linéaire ('). 

M. Carathéodory suppose que l’on sache attribuer à tout ensemble E 
une mesure extérieure .*E qui jouisse des propriétés suivantes : 


[. u*E20; 
I. Si A -B, u*A2u"B; 


III, Si A—A,+A,+..., la suite A,, A,, ... étant finie ou non, 


on à 
BTA Spt Ay + pt Na+... 


IV. SIA = A, + A, et si la distance de A, à A, est positive, on a 
po A= pA, p* Ay; 
V. Un ensemble E étant dit mesurable si l’on a, quel que soit W, 


pW = p* EW + p*(W — EW), 
DR SNS SEES AE OPER OER OREN, RE EN AS SER CL 


(1) Uber das lineare Mass von Punktmengen. Nachrichten von der Kéniglichen Gesell- 
schaft der Wissenschaften zu Gottingen, 1914, Pp. 404-426. 
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pour un ensemble quelconque A, u*A est la borne inférieure des 
mesures extérieures des ensembles mesurables contenant A. ' 
Pour les ensembles mesurables, on prend comme mesure A=" A, 
En utilisant seulement les conditions J, Il, II, M. Caratheodgre 
démontre que toutes les sommes ou He d’ensembles mésurables 


en nombre fini ou en infinité dénombrable, et par suite les lim et lim 


de suites a? ensembles mesurables sont mesurables. Si ANT As, 
sont mesurables et sans points communs ona 


(Ay+ A+...) =pAi+pA,; +... 


Si A, tend vers A, uA, tend vers uA. 

En s’appuyant sur IV, il démontre ensuite que les ensembles 
ouverts et les ensembles fermés sont mesurables, de sorte qu’il en est 
ainsi des ensembles mesurables B. 

Enfin il complète la théorie à l’aide de V en établissant des pro- 
priétés des ensembles quelconques non nécessairement mesurables. 
Nous n’aurons pas à utiliser ces propriétés. 

Conservant la même théorie abstraite, au lieu de la mesure linéaire 
de Carathéodory nous définirons une mesure particulière de la façon 
suivante : 

Nous appellerons M,(E) la borne inférieure des sommes des puis- 
sances ai des rayons des suites de cercles de rayon au plus égal à p par 
lesquelles on peut recouvrir l’ensemble E. Si o décroit, M,(E) ne peut 
que croitre, et par suite pour p—0 M(E) a nécessairement une 
limite, finie ou infinie. Nous poserons 


p'E= lim M, E) 
e=0 


La condition | est-évidemment satisfaite. De mème Il, car si A )Btoute 
suite decercles recouvrant A recouvre aussiB, de sorte que M,(A)>M,(B) 
et à la limite u* A> u*B. 

Soit maintenant la suite d’ensembles A,, A,, ..., A,,...,en nombre 
fini ou non. Supposons que chacun de ces ensembles soit de mesure 
extérieure bornée et, si la suite est infinie, supposons la somme 


we Aye u” À, + DU ey p Ans tae 


convergente, sinon l'inégalité III n’aurait pas besoin d’être démontrée. 
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Remarquons que, comme A > M(A,), la somme 


M, (A) + Me (A2) +...+ Me (An) +. 


est aussi convergente. 
On peut recouvrir À, par une suite de cercles de rayons au plus 
égaux à o et dont la somme des puissances a'*"* ne dépasse pas 


e 


M, (A4) + <4" 


“ 


L'ensemble A—A,+ A,+... est entièrement recouvert par la 
réunion de tous les cercles ainsi obtenus, dont la somme des puissances 
ames des rayons, chacun au plus égal à ep, ne dépasse pas 


[M.(A1) + M.(A2) +...] +8, 


expression qui, elle-méme, ne dépasse pas 
[w*A,+ p*Ast+...] +. 
On a donc 
MCA)S [et Ars pe" Ages | +8, 
d’où à la limite, pour p =o, 


PB AS|[p i Ag+ pt Ag... | +e. 


Kt, comme ceci est vrai quel que soit <, on a l'inégalité HI. 
Si la distance des deux ensembles A, et A, est positive et égale à d 
et si l’on recouvre l’ensemble A =A, + A, par des cercles de rayon 


au plus égal à ¢, on voit que, dès que o < -,; aucun cercle recouvrant 


nw! os 


des points de A, ne peut recouvrir aussi des points de A,, et inverse- 
ment. On peut donc partager les cercles considérés en deux groupes : 
ceux qui recouvrent A, et ceux qui recouvrent A,; et l’on en déduit 
que 
M,(A)>M, (Ai) + M, (A), 
d’où à la limite 
pe A eu Ay + pe" Ag, 


et en tenant compte de l'inégalité IT on a 


BTA = pt Ay+ pA. 


. 
> 
k 
4 
| 
, 
J 
4 


| AR =» ve: 


dil 
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On pourrait montrer aussi que la condition V est également satisfaite, 
mais nous ne le ferons pas car nous n’avons pas à l’utiliser. 


b. Revenons donc à notre suite d’ensembles E,, E,, ... dont 
chacun contient le précédent et qui sont tous intérieurs à un même 
domaine borné. Soit E l’ensemble limite de E,. 

D'abord il est clair que 


M(E,)£M(E,41) <M(E) 


de sorte que, pour n infini, M(E,,) a une limite A, et que 


<M(E). 


Nous allons montrer maintenant que M(E)<A en prouvant que, 
quel que soit < positif, E peut ètre recouvert par une suite de cercles 
dont la somme des puissances a*™ des rayons ne dépasse 
pas À + €. 

Soit Ci”, Cy’, ..., Cy’, ... une suite de cercles recouvrant E, et 
dont la somme des puissances «'"* des rayons ne dépasse pas 


I . . . . 
M(E,)+ >: Nous pouvons toujours supposer cette suite infinie en 


ajoutant au besoin des cercles de rayon nul choisis arbitrairement dans 
le domaine borné qui contient les E,. Supposons les cercles C;", C:", .. 
rangés par ordre de rayons décroissants, avec un procédé de classe- 
ment quelconque à égalité de rayons. 
Solent, ,7, ou, -..leurs rayons. Ona 
Pier ph pens MCE) + 


t= 


à ME 
ping y 
l'y = b P 
1 


Tous les rayons sont donc bornés par (4 + 1)* et par suite tous les 
centres sont intérieurs à un même domaine borné. Il en résulte que 
de toute suite croissante de nombres entiers on peut extraire une suite 
partielle n,, mo, ..., ny, -- . telle que les cercles C}", C), ..., Giles 

aient un cercle limite C, if rayon r,. On voit par de procédé diagonal 


JS 
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qu’il existe une suite n,, m2, ..., r, .-. telle qu’il en soit ainsi quel 
que soit p. On a alors 


+o 
ù a = ash. é 
és aa 
a=1 
En effet 
4 71 + 
. vw 6 . . 
Da ala un 1 Sa Yi 
p=! oa “pal + poi 


Soit la suite e,,€,,...,¢,,...telle quez, +e, +...+€,+. 5 


et faisons correspondre à chaque cercle C, le cercle C, concentrique à 
celui-ci et de rayon r, défini par 


faa Te + ty 
de sorte que 


+ 


dre o + 


pol 


Yio 


A tout entier p on peut faire correspondre l’entier K(p) tel que 


pour k 2K(p) les cercles Cj", C!", ..., Cf® soient tous intérieurs 
respectivement à C,, C,, ..., (,. 


Cela étant, en désignant par CV” ou C, l’ensemble des points appar- 
tenant au cercle correspondant ou à sa circonférence, posons 


== at Cabane te Gab is 
= (C+. Chu... + Gr +...) — 3; 


rong 
CK 


Gk Oka Shs eee; 


& = lim&),= limé,. 


Il est clair que les ensembles Ÿ, &,, &,, & sont mesurables avec la 
notion de mesure définie plus haut. D’autre part 


. En, — Pa ei faye 
et, quel que soit q, 


de sorte que 
E,,—2C 8, “et E—Z=—lim(E,,—23)C6. 


De plus, quel que soit p, dès que k>K(p) l’ensemble &, est contenu 
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dans 
Dpt G Pit CE +... 


de sorte que, pourvu que #'2ketk'2K(p), on a 


SC € S C7 en baie: ke 


* tous les rayons des cercles dont la réunion 


Mais si l’on a pris p>“ 


forme X,, sont RAA rt au nombre positif o donné à l’avance et l’on 
en déduit que 


HE SEE (ee | +S rer 


En faisant tendre &' vers + +. on a à la limite 


En faisant ensuite tendre ¢ vers zéro, ce qui impose que p tende vers 
— æ, on a à la limite 


On a enfin 
Mi6)<u'6—pé—lmpé,<1— 7 
K= 

&, et par suite aussi E — &, peut donc être recouvert par une suite de 
cercles dont la somme des puissances 4°" des rayons ne dépasse pas 
CE 

Si l’on y ajoute les cercles composant Ë, on a une famille de cercles 
recouvrant E et dont la somme des puissances a""** des rayons ne 


dépasse pas 


3. Remarques sur un théorème de M. H. Cartan. — Dans sa thèse, 
M. H. Cartan démontre le résultat suivant (‘) : « étant un nombre 
positif quelconque et Q,, Qs, Q,, n points quelconques du plan, 


(OF Voir p. 25. 
Ann. Ec. Norm.. (3), LVI. — Fasc. 3. 
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l’ensemble des points Pou l'on a 


s 


peut être recouvert par des cercles, en nombres p au plus égal à n, dont 


les rayons 0, 69, ..., Pp satisfont à l'égalité 
2e = (26) 
Nous aurons à utiliser ce résultat, les points Q,, Q:, ..., Q, étant les 


zeros d’un polynome. 
Ce résultat est un cas particulier du théorème suivant : 


St f(r) est une jonction décroissante de r continue pour r positif et 
tendant vers + æ pour r=: 0, et o(r) une fonction positive de r continue 


pour r positif et telle que l'intégrale js f(r)2(r) dr ait un sens, et st 


7 
dirs f o(t4) di, 


Q,, Q., ..., Q, étant des points quelconques du plan, l’ensemble des 
points P où l’on «à 


l'on pose ‘ 


wh 
28 | Ft) ge) di 
| } 
(PO, 42 = 
ef ER) Dif) 


i 


| 
4 
peut étre recouvert par des cercles, en nombre p au plus égal à n, dont les 
rayons satis font à 
eS )==@ih). 


M. Hl. Cartan généralise ce théorème en y remplaçant la somme 
I , 9° . F ie ‘ 
= 2/(PQ;) par l'intégrale fA(raCQ de étendue à tout le plan, 


r désignant la distance du point P au point variable Q et ».(Q) une 
densité non négative, continue. et telle que cette intégrale ait un sens 


et que l'intégrale [ulQds étendue à tout le plan soit égale à +1. 


ae 
à 


+ 4 
+ 
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2 bie , Led * x A # 1 2 TJ 
Les points où l'inégalité correspondant à la précédente est satisfaite 
sont alors recouverts par une suite de cercles, finie ou non, telle que 


Do(e)<sœ. 
2712 


Le principe de la démonstration consiste à définir une suite de 
cercles satisfaisant à cette condition et telle que, si P est extérieur à 


tous les cercles de cette suite, l'intégrale fu(Qds étendue au cercle 
Du) 


® 

On peut généraliser le raisonnement en montrant ea siu(e) est 
une fonction d'ensemble non négative dont la valeur pour tout le plan 
est égale à 1, et si l'on désigne par v(P, u) la valeur de u(e) pour 
l’ensemble formé par l’intérieur du cercle de centre P et de rayon u et 
sa circonférence, on peut trouver une suite de cercles, finie ou non, 


dont les rayons p,,c,, ... satisfont a 


de centre P et de rayon « soit inférieure, pour u <#, à 


s DEN 
20( 2) soit), 


et telle que, si P est extérieur à tous les cercles de cette suite, on a 
pour uSk 


(u) 
(k) 


ele 


(DP) wy 


Si l’on suppose de plus que l’intégrale [ f(PQ) dave) étendue a 
tout le plan a un sens, cette inégalité entrainera 


; 

ft)gt0 di 

ne En ae 
frvordute< D(Æ) 


En premier lieu, « étant fixé, u( P, u) est une fonction non négative 
du point P semi-continue supérieurement. En effet, si, P étant fixé, 
u' tend vers wu en décroissant, le cercle fermé de centre P et de rayon w’ 
a pour limite le cercle fermé de centre P et de rayon uw, de sorte que 
u(P, u!) tend vers u.(P, u); par suite. étant donné un nombre positif € 
arbitraire, on peut trouver 7 positif tel que 


BP EVE Hat PPA Ge 183 


15% 
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IL suffit que PP’< 7 pour que le cercle de centre P’ et de rayon u soit 
intérieur au cercle de centre P et de rayon u + n, de sorte que 


p(P’, w)yspiP. utni<plP, «+. 


D'autre part, u étant toujours fixé, quel que soit le nombre positif ¢, 
: RE SS: 
on peut trouver un cercle tel que, si P lui est extérieur, l’on a 


BUR ya RES. 


Soit en effet P, un point fixe du plan, et 4 un nombre positif quel- 
conque. Si P,P >u + n le cercle fermé de centre P et de rayon u est 
contenu dans l’ensemble des points M satisfaisant à 


CPP — 1 < PoMSPoP +2, 
de sorte que 


BP, «)}< (Po. Pol = 4) — (Pe, PoP — 4 -- ni: 


Mais, comme pour r infini &(P,,r)a une limite, d'ailleurs égale à 1, 
on peut trouver un nombre R tel que l'inégalité r 2R entraine 


Por + —piPy, r—u— AI. 


Alors pour P,P >Rona 


ATARI RTE 


Enfin on sait que u(P, w) est toujours inférieure ou égale à 1, mais 
elle ne peut être toujours nulle car cela entrainerait que la fonction 
Ce) soit nulle pour tout carré de côté inférieur à wu 2 et par suite pour 
le plan tout entier, 

Il résulte de tout cela que, pour chaque valeur de u, la fonction u.( P, i) 
a un maximum positif G(w), au plus égal à 1, qui est atteint au moins 
en un point; l’ensemble des points où il est atteint est nécessairement 
fermé et borné. 

I est clair que G(u) est une fonction non décroissante de u, et par 
suite semi-continue supérieurement à gauche et inférieurement à 


droite. La fonction 
Du) 


Gaia) ——— 


Df) 


est donc aussi semi-continue supérieurement a gauche et inférieure- 
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ment à droite. Il en résulte que, s’il existe des valeurs de u positives et 
au plus égales à # pour lesquelles 


Du) 


: O(a) 
14 1 AN G(u)2 a5 


O(k)’ " 


Gu) — 


l'une d’entre elles est plus grande que toutes les autres et satisfait a 


Dou) 


Du) 
D(4) 


(tu) — Re 
D(k) 


0 ou Cr 


En effet si 4, est la borne supérieure des valeurs de wu au plus égales 
à Ætelles que 

Du) 
Qu 


Cu) — 


WMV 


0; 


il résulte de la semi-continuité supérieure à gauche que 


Puis, 
Oh? 


(Hy) — 


de sorte que wu, est la plus grande valeur de u, au plus égale ak, qui 
satisfasse à cette inégalité. Mais de plus, si u, €, il résulte de Fa semi- 
continuité inférieure à droite que 


Du) 
(x) 


(rly) — So, 


et siu, =f ona encore la même inégalité car 


(CA) <t el Fer 
On a done nécessairement 
G P(«) 
4 eh OF, 
(tl, ) DA) 


Soit alors €, le cerele de rayon 4, ayant son centre en l’un des points P 
où u(P, u,)=G(u, ) choisi suivant une loi quelconque (on pourra 
prendre par exemple le plus à gauche parmi ceux dont l’ordonnée est 
la plus petite). En désignant par ©, l'ensemble des points situés a 


peer ee ees 


Shee Dv) Ft à 
(1) S'il n’en existe pas. on à Loujours B{P. 4) HA pout ws hk 


: 
| 
| 
- 
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l'intérieur du cercle C, ou sur sa frontière, posons 
me) = ple — cy 
de sorte que u.,(e) est une fonction non négative qui satisfait à 
pi(e)£ pe) 


et qui prend pour le plan tout entier la valeur 
Du, ). 
Ok) 


t— pC, )=1— 


Appelons (u, P, w) la valeur de u.,(e) pour l’ensemble formé des points 
intérieurs au cercle de centre P et de rayon wu et des points de sa 
circonférence. Il est clair que l’on a 


pilP, w)Su(P, u). 


En raisonnant sur ,(P, u) comme on l’a fait sur u(P, w), on voit 
qu’elle admet pour chaque valeur de # un maximum G,(u), d’ailleurs 
évidemment au plus égal à G(w), quiest atteint au moins en un point; 
s’il est positif, l’ensemble des points où il est atteint est fermé et 


borné. S’il existe des valeurs de wu positives et au plus égales à Æ pour 


lesquelles G,(u)2 en l'une d’entre elles est plus grande que toutes 


les autres et satisfait à G,(u) = ma Soit u, cette valeur. On a néces- 


sairement u,<u,, car | 
@ (ve. ) 
Dh) 


Gy (tts) S G( uty) et par suite G(u>)2 


Soit C, le cercle de rayon uw, ayant pour centre l’un des points où 
dm (P, u) = G,(u), choisi avec la même loi que plus haut. Alors, en 
désignant par C, l’ensemble des points intérieurs à C’, et des points de 
sa circonférence, on posera 

Pile) = ile — C.), 


de sorte que l’on aura 


0Lp(e)S pue) 
et que p(e) prendra pour le plan tout entier la valeur 


D(u;) _ ®(u,) Du) 
La Po et pa CNE ee 7 Na 
D(A) ah atest P(k) @(/) 
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On définira ensuite 2, (P, ), G.(w), puis, s'il y alieu, w;, le cercleC., 
et une nouvelle fonction u.,(¢). Et ainsi de suite. L’on ne peut être 
arrêté que si l’on rencontre une fonction p,(¢) telle que la fonction 


Du) 
P(4) 
de u inférieures ou égales à #. On aura alors défini g cercles C’,, ‘ve eee 
de rayons w,,uU.,...,u,et, comme la fonction d’ensemble non négative 


. (Ce) prendra pour le plan tout entier la valeur 


G;(u) correspondante soit inférieure à pour toutes les valeurs 


on aura 


2 A ] i 
ee <1 ou DCE TES 
ii 


Si cette circonstance ne se présente pas, on aura une suite infinie de 


Percies G.-C... ., 0, ... de PayONSW iy tle, c+ ao fly, «ps et, Comme 
pour chaque valeur de p la fonction non négative u.,(e) prendra pour le 
plan tout entier la valeur : 

D(u«;) Du) Pl uy) 


es 


DA) Ok) WK)’ 


| on aura, quel que soit p, 
| 


He 
d'u) S DCE). 

jai 

La série Y®(u;) sera donc convergente, ce qui entraine que Du, ) vt 
par suite w,, tende vers zéro pour p infini, et l’on aura 


+7 


DC ICE TUE 


fst 


Étant donnée une valeur positive w, de & au plus égale à #, il n'y 
aura qu’un nombre fini de nombres u; au moins égaux à Uy, puisque 
la suite des uw; est linie ou tend vers zéro. Supposons qu'il y en ait p : 
ou bien il n’existe pas de cercle (,.,, auquel cas on à 


a D(u 
Ol < ET) 
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à la seule condition que 
ETES 


ou bien il existe un cercle C),, de rayon w,., tn/férieur à u, et 


l’on a 
Du) 
(4) < GE 
pourvu que 
Ups Ugh. 
Dans les deux cas l’on a 
Po) 


Gp( ty) <= Bk)’ 


de sorte que, quel que soit le point P, 


Duo) 


Pp(P, do) < Dik) 


Si le cercle de centre P et de rayon u, est extérieur a tous les cercles 
Ur U5 ae Conon A | 
(Ps) = (Pa); 
et par suite 
DEUUT 


Ok) 


ul Ps us 


Si l’on appelle d; la distance de P au centre du cercle C;, le cercle 
de centre P et de rayon u, est extérieur 4 C’ à condition que 


dj>uy+ uj; ou dj— uj> ly. | 
Associons alors à chaque cercle C; le cercle concentrique C; de 


rayon ¢;= 2u;. Si P est extérieur à (ous les cercles C;, on a pour toutes 
les valeurs de / 


d;> vu; d'où dj —u;>u;. 
et par suite, quel que soit uy, la condition d;— u; > u, est satisfaite | 
pour tous les cercles C; de rayon uw; au moins égal à uy, de sorte que 
l’on a, quel que soit uw, au plus égal a /, 


Do) 


u(P. 16) yey 


Et les rayons des cercles C; satisfont bien à 


x (2 ) < D ky. puisque Pr mi 
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En particulier, si l’on prend 9(7) = ar! (avec à > 0), de sorte que 
P(r) =r*, on voit que, st u(e) est une fonction d'ensemble non néga- 
tive qui prend la valeur 1 pour le plan entier, il existe une suite de cercles 
Lie 3. POUr laquelle la somme des puissances a" des rayons ne 
dépasse pas (2k)*, et telle que, si P est extérieur à tous ces cercles, la 
valeur L(P,u) de la fonction u(e) pour le cercle fermé de centre P et de 
rayon u sats fasse pour toute valeur de u au plus égale à k à l'inégalité 


TAN 


p(P. wi<(%) é 


II. — Cas où l'ensemble & est borné. 


Nous allons établir le théorème suivant : 


P,(z), P:(3), ..., P,(z), ... étant une suite de polynomes à zéros 
distribués régulièrement, et pour laquelle l'ensemble & est borné : 1° quelle 
nme gout le sue partielle Pitz), Py Cases, P, (a 9, ies, ON a 


(i 


Tm solo il, sa) tex f losrd We), 
Mk Yh 


où r désigne la distance du point 3 à un point variable de K, sauf peut- 
étre sur un ensemble contenu dans E et qui peut être recouvert, quels que 
soient les nombres positifs « et e, par une suite de cercles dont la somme 
des puissances aŸ”* des rayons ne dépasse pas <. Sur cet ensemble on a 


Re | , ! 
Fm Joe (IE (Ed < flosrad die: 
Ue: E 


. i rene) , a I Pp PT 0 
2° st z est extérieur à E, l'expression -log[ll, (:)| converge vers 


four dv(e). 
JE 


La convergence est uniforme dans tout domaine borné disjoint de E. 


Remarquons d’abord que, si D est un domaine contenant a son inte- 


5 ; (nN) iS ’ SC 
rieur les zéros 2°”, a, ..., «y de P,(z), l'expression 


I 
H et) ee = | 3 
Uigte y= 7, log | IL, ( in 
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est égale à 


for date) 
pb s 


r désignant la distance du points à un point Q variable dans D. Pour | 


le voir il suffit de décomposer D en ensembles partiels en prenant des 
ensembles constitués chacun par un zéro de P,(3) puis l’ensemble 
des points restants de D. L'intégrale sur ce dernier ensemble est évi- 
demment nulle, tandis qu’il est clair que l’intégrale sur un zéro aj" 
d’ordre q est égale à 


G 3 A 
4 log |< — 200 |. 
n 


4. Cela étant, supposons d’abord que le point = soit extérieur à E. 
Soit le domaine fermé D constitué par la couronne limitée par deux 
cercles ayant pour centre le point z, l’un assez grand pour contenir 
tout E à son intérieur, l'autre assez petit pour être entièrement exté- 
rieur à E. A partir d’une certaine valeur de 7 tous les zéros de P,,(z) 
sont intérieurs à D et l’on a 


Unt 2) = log dy, . 
Dv 


La fonction logr étant une fonction continue de Q dans le domaine D, 
pour n infini U,(:) tend vers 


U(s)= flogr dyte)= f loxray(e), 
D E 


Si l’on suppose z variable dans un domaine borné A disjoint deE, on 
peut déterminer un domaine fermé D contenant E à son intérieur, 
mais borné et disjoint de A. Dès que tous les zéros de P,(3) sont 
intérieurs à D, on à 

Un (5) = four due). 


vb 


Mais, si 0 est la distance de D à A et si r’ et 7” sont les valeurs de r 


pour deux points Q’ et Q” de D, on a, quel que soit z dans A, 


; Bee One 
logr’ — logr" |< +>, 


PRET EC Pa ee 


FT 


"7 


ae ae ds 
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de sorte que logr est une fonction de Q uniformément continue par 
rapport à Q et bornée sur le domaine D lorsque = décrit le domaine A. 
Par suite, pour 7 infini, U,(z) converge uniformément dans A vers 


logrd(e) = f loge dv(e). 
D KE 


D'ailleurs l’uniformité de la convergence de U,(=) vers sa limite 
dans A résulte aussi de l’égale continuité des fonctions U,(z): 3 et 3’ 
étant deux points de A on a, dés que tous les zéros de P,(z3) sont 
intérieurs à D, 


=) 


d’où par addition 
Me 5 | 
Lis PSUs oes = 


2. Supposons maintenant que le point 3 appartienne a E. Soit 
f(x) la fonction continue de x égale à logx pour xe” eta — p pour 


osa<e”.SiDestuncercle ayant pour centre le point z et contenant 
tout E à son intérieur, dès que tous les zéros de P,,(z) sont intérieurs 


aD,ona , 
Un(2) == f log d dates f ft) dale). 
p D 


La fonction /,(7) étant une fonction continue de Q dans le cercle 


ferme D, l'intégrale f fo) dy,(e) tend, pour 7 infini, vers 
D 


freragiez [mir dg, 


et l’on a par suite 
Tim Un(2)S f Jun) dhe). 
E 


Par définition de l'intégrale frograe) le second membre de cette 
EK 


= 
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inégalité tend vers cette intégrale quand p tend + 2. On a donc 


Tim Un(=)S floxed $e), 
k 


. 


3. Soit maintenant n,, ns, ..., my, ... Une suite quelconque 
d’entiers croissants, « un nombre positif quelconque, et ¢ un nombre 
positif inférieur à 4 x 2%. Déterminons le nombre # par légalité 


(okt (27: 


El & 


Puis soit C un carré contenant E à son éntérieur et choisi de telle 
manière que Ÿ(e) prenne la valeur zéro pour l’ensemble des points de 
toute parallèle à l’un de ses côtés qui le partage en deux morceaux 
commensurables. Soit a le côté de ce carré. Soit m un entier que nous 
nous réservons de faire varier par la suite, mais que nous supposons 
en tous cas assez grand pour que l’on ait 


2AN 2 


Sk. 

Mm HAL. 
Partageons C en (m + 1)? carrés égaux par des parallèles à ses côtés. 
A chacun des m?* points de rencontre de ces parallèles faisons corres- 
pondre le carré ayant son centre en ce point et ses côtés parallèles à 


24 


ceux de C et de longueur ee On a ainsi 2? carres He Cyr 25 
tels que tout point intérieur à C est éntérieur à l’un au moins d’entre 
eux, et que la fonction Ÿ(e) prend la valeur zéro pour le périmètre de 
chacun d'eux. Nous désignerons par C; soit le carré C; lui-même, soit 
l'ensemble des points éntérieurs à ce carré; et par C l’ensemble des 
points intérieurs au carré C et des points de son périmètre. Quel que 
soit ¢ compris entre 1 et m*, lorsque n tend vers l'infini L,(C;) tend 
vers LC). 

Soit Q,,(3) le produit I] 3 — 2," | étendu à tous les zéros de P, (3) 
intérieurs au carré C,, et R;,(13) le même produit étendu à tous les 


ER ee I es LS ed 


(') De sorte que 4 +. 
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zeros restants ('), de sorte que 


TE, ( 2) = Qia(s) Ras, 
et 


ee Ree Toe : 
DO TT, (CS) FPE M: ns) FEV Rated 


i \ 


On voit de suite que, dès que 7 est assez grand pour que tous les zéros 
de P,,(z) soient intérieurs à C, l’on a 


| J 
F a = | DE J À 
Ji ob) R;, (al) | 1 0: r d Un(e), 


r désignant la distance du point z à un point Q variable. Si z est exte- 


2 


rieur à C ou intérieur au carré C; la fonction log= est une fonction de Q 


continue sur le domaine fermé C — C, et, comme }(¢) est nulle pour la 
frontière de ce domaine, l'intégrale : log ~ db, (e) tend, pour ninfini, 


9 loge die) == fl log = die). 
CSC a E—C; 4 


i ; 


vers 


Il résulte de là que, = étant quelconque à l'intérieur de C, si l’on 
appelle C; un carré C; qui contienne z à son intérieur, l'on a 


A 1 J 
lim — log M sail log d'é(e) + lm — log — — ; 
— nN} IL, ( ore 5 ——= UE. CDi ny | ) 
- i] 
I ae ; 
et comme log - est i en tous les points de (; 
1 
( lim log Say § log <a e) + lim — Ae Of —— 
8 he | TE, (< sf A 2 AUTRE 
D'autre part, si CC 5) 0, l'inégalité 
1 
; = log ——_—— > LG) | = — log’ + — “ log m 
a Fe Qrnl sd] ~ Ee 4 ; 
" peuls s’ecrire ; 
1 i 1 Q 
? où 2 > — — log — 
n Lh(C:) ; OUEN] FA = 
Abie m 
4 


(1) Chacun de*ces produits étant pris égal à 1 s'il ne contient aneun facteur, 
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Et, comme par ailleurs Q;,(:) est de degré ny,(C;), il résulte du 
premier théorème de M. H. Cartan cité plus haut que l’ensemble E;, 
des points du plan où l’on a l’inégalité (2) peut être recouvert par des 
cercles, d’ailleurs en nombre au plus égal à nŸ,(C;), dont la somme 
des puissances «°"* des rayons ne dépasse pas 


CE) ia 


2 m® © 4m? 
_m* 
Si ¥,(C;) = 0, on a Q,,(3) =1 et l'ensemble E;, est vide. L'ensemble 
E, formé par la réunion des E;,,,, où # vaut successivement 1, 2,...,m° 
peut donc être recouvert par des cercles dont la somme des puissances 
<5, : ; € , . . 
a" des rayons ne dépasse pas 7, et l’ensemble lim E,, pourra, lui, 
La + - —_ — 
être recouvert par une suite S de cercles dont la somme des puissances 
ièmes 4 € 
as des rayons ne dépassera pas = 
Si 3 n'appartient pas à E,, on a, quel que soit : compris entre 1 et m2, 
1 1 er 2 i 
-log ————— <b, (C;) | — -- logk + —logm 
7 OA He S 
Si = est extérieur à tous les cercles de la suite S, il n'appartient pas à 
l’ensemble limE,, et par suite il existe une infinité de valeurs de # 
pour lesquelles il n'appartient pas à E,, de sorte que l’on a, quel que 
Soit &, 
LwPI 1 : I 2 1 
lim — lose —————-< b (C;) | — — loek + —logm |. 
em ROUE Lot 7: te 
En particulier, si = est intérieur à C et extérieur à tous les cercles de 
la suite S, ceci est vrai pour la valeur ; de ¢ considérée plus haut et 
l’on a, à cause de l'inégalité (1), 


ee 1 I aan a 2 A 
= fe a oe ae > an se. o }- = o 
lim es log M sf log ~ d'y(e ) + d(C;) E log À + lou | 


et, comme le carré C; est intérieur au cercle ayant pour centre le 


f 
3 2ay 2 
oint z et pour rayon : 
P P ay Nt-+- 1 


1 


pel 1 2ayo2\ [4 2 
im log < [lox + d4 e) + ena — — ‘+ —logm |: 
—— n} HONTE. LR ve) +413 m +-1 2 ISERE OEM ; 
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}(s, u) désignant la valeur de L(e) pour le cercle fermé de centre z et 
de rayon uw. 


PAS s Ve : 
Mais la Hot ns prend la valeur 1 pour le plan tout entier et, 


? pl Là t ros . A , . . 
d'après le résultat énoncé a la fin du chapitre précédent, il existe une 
suite de cercles S’ dont la somme des puissances a" des rayons ne 
FT “re € : ae é 
dépasse par (2/)*= et telle que, sis est extérieur à tous les cercles 


de cette suite, on ait pour u <# 


U(s, u) LE cs 
ny < (Z) ou (sz, u) <v(E) () : 


2uYy 2 
iM | 


Comme nous avons supposé £k, nous aurons, si 3 est extérieur à 


tous les cercles de la suite S’, 


at. 2aV2 2aV2 \* I | 
ne 2av2) < 4e) ( k aor 


\ 


Par suite, si = est intérieur à C mais extérieur à tous les cercles des 
suites S et S’, on aura 


i : I = ae t 
lim — log TC) < f toe ~ ave) 


— nj}. 
2aV2\* I I 2 ; 
a ye). (24 ) ren log À + Log |: 


Autrement dit l’ensemble des points de E où lon a 


I 1 : 1 
1 see fi) oo ea log —d (e) 
lim — log BTE “ji og — die) 


— Ny. 
L(E pga : log 4 + 2 log m 
+ V(E):. mc | oe ORI Hoa? 
AR 8 RTE Cre 1" Por ae À 


est recouvert par les cercles des suites S et S’, c'est-à-dire par des 
cercles dont la somme des puissances a" des rayons ne dépasse 


3€ 
pas |: 
Mais, si l’on fait tendre m vers + x, le produit i 
hee tn E beh logm | 
à (m—+1)*| > ; 7 a 
16 
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tend vers zéro par valeurs positives, de sorte que l'ensemble considéré 
a pour limite l’ensemble des points de Eoùl'ona 


1 I I 
tit — lo — los dde 
lim log [I,,(=)] > [ QUES Y(e) 
ou 


Tim — log | H,,(=) | < [lord ye): 
tk JE 


Ce dernier ensemble peut donc être recouvert par une suite de cercles 
dont la somme des puissances «°”* des rayons ne dépasse pas €. 
En tous les autres points de E on a nécessairement 


Fim “log |Ha,(=)|= f lozrd ¥(e). 
dns E 


Prenons par exemple. 


inks} PO ae ey oat ES 
Pal I] | (p wn | (p et g entiers) 


prt gcse 


L'ensemble & est contenu dans le cercle :z <1 et E se compose évi- 
demment de ce cercle. D’autre part, si l’on appelle u,(e) la fonction 


. a . I ’ . — L Uv 
d'ensemble égale à — pour l’ensemble composé d'un point d’affixe de 


la forme (p+ gz) VA on a ici 


ba(e) =paleE). 


Or on voit immédiatement que la suite des fonctions u.,(e) est conver- 
gente vers —m(e), me) désignant la mesure de l’ensemble e, car la valeur 
de p,(e) pour un rectangle fermé de côtés parallèles aux axes et de 
longueurs respectives a et b a pour limite hs La distribution des zéros 


des polynomes P,(:) est done régulière, et l’on a 


I x 
vie)=—m(eE). 
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Ona 
log| z | si |2|2>1 
[osr dote) = edt “ 
E ——— sii} a |<. 
On a d’autre part A, = 1 et par suite lina j= Pts). 
Il résulte donc de notre théorème que : : 


1° Pour |z| >1 l'expression ~ log| P,(2)| tend vers log|z|, la con- 


vergence étant uniforme dans tout domaine borné où le minimum 
de |z| est plus grand que 1. 


po rour ait, Si Pits), PCs), ou, Pp, 4), --, est une suite 
partielle quelconque, on a en général 


= ; SP 
lim pe Puel 


Il peut y avoir des points où l'on ait 


— 1 leger 
ling = oe P is} en 
7. g| Pr, : 


mais, quels que soient les nombres positifs « ete, on peut les recou- 
vrir par des cercles dont la somme des puissances a°®* des rayons ne 
dépasse pas €. 


On aboutirait aux mêmes résultats en prenant 


: TN 2 \2 ù oe BH a 
2) mn | = sin — — ET | — ier Ra fa 
paler] + bas } || ea) || Ge | | & 


ou F 4 4 2 
> 4 L sf Pea ty tara, )2Yn! 
PRET COLE our A gee = fas PDT Mr ns à ’ 
ie Yn qu L Ju à 


; 
| 


| où g, désigne la racine carrée de n à une unité près par défaut. 

Dans l’un et l’autre cas l'ensemble E se compose du cercle !3/£1 et 
lon voit que la valeur de ,(e) pour l’intérieur du quadrilatère curvi- 
ligne défini par 


Ox arge 0; Oye oT Oy. 


% 
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avec 
0<4,—%S2n, 0 £ Pi PS1: 
a pour limite — (0, — 0,)(p2—p?), de sorte que la suite 4,(e) con- 
verge vers 
Ve) = =m(eE). 


Remarque. — On peut se demander si l’on n’a pas compliqué inuti- 
lement l'énoncé en introduisant la limite supérieure de = log|IL,(z)| 


pour une suite partielle quelconque et si l’on ne pourrait pas trouver 
un énoncé analogue faisant intervenir simplement une limite unique 


I * D. : ee 
de —log|II,(s)|, ou bien si l'on ne pourrait pas réduire davantage 


l’ensemble exceptionnel en montrant par exemple qu'il est dénom- 
brable. Nous allons prouver que ces deux améliorations de l’énoncé 
sont impossibles. 


a. Montrons sur un premier exemple qu’il peut se faire que la 
. I 5 . 
suite - log|II,(z)| ne soit convergente vers [ logrdy(e) en aucun 
E 
point d’un carré, de sorte que presque partout sur ce carré elle n’aura 
pas de limite unique. 


Désignons par E[ | la partie entière de la quantité réelle entre 
crochets. Soient alors ; 


| log(3n +1) Qn — ] 
Pre p| ET | et Palo" 
2 log 2 3 
av 1, gt y eet, 
de sorte que, lorsque n croit de —— à “—3— — |, pa reste égal à p 
) « 


el, croît de o à 2° — 1. Soient a, et b, le quotient et le reste de la 
division der, par 2’, et soient 


Gar el n (: = =) | het n= N— GP. 


Pr: 
Notons que, pour nr infini, p, tend vers Vintini, de sorte que 


\/n(x— x) et par suite g, tendent vers l'infini et sont équivalents 


L 
4 
h. 
k 
à 
4 
! 
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à Vn. D'autre partona 


de sorte que 


Définissons alors les zéros de P,,(z) de la façon suivante : 6, d’entre 


an = = 


eux seront égaux a : les autres auront pour valeurs tous les 


S—+ UE A s ‘ 
nombres de la forme he s et ¢étant deux entiers pouvant varier 
a 


deoag,—r. Il est clair que l’ensemble E se compose du carré 


De plus la distribution des zéros des polynomes P,(z) est régulière 
et la fonction Y(e) est égale à la mesure de l'ensemble eE. En effet 
pour o£æ<{1eto<y<1 le nombre de zéros dont la partie réelle ne 
dépasse pas æ et la partie imaginaire ne dépasse pas y est égal soit à 


Efgræl+i} x {Elg:y]+1}, 
soit à 
lEfgaæl+ii x {E[¢nay |) +6, 


Si æ—1 ou si y=1, il faut remplacer E[g,v|+1 par Efg,x|. 
ou E[q,y]+1 par E[q,y]. Le quotient par n tend toujours vers xy, 
El qnx El qn] Elqny] 


car —+— tend toujours vers x et 
Vn n 


ue © tend om Pen 
que — tend vers o puisque + —1 — VS 


tend toujours vers y tandis 


Nous allons montrer qu’à tout point :=æx+1y intérieur au carré 
on peut faire correspondre une suite n, telle que 


lim — log| II,,( = sf logr do(e)— log2. 
My. £ 


Il suffit en effet de prendre 


ok]; 6 
ny — + 9#Ef2fx]+ E[a* vy], 


~ 


16* 
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ce qui donne 


Pu=hy rm Bahar] -+ Bly 
d'où . 
) Makar An, + (by, V2 
An, E[a*a], bn, = Ef24 |, |: Ser = ea oa 
et 
, Nk 
es 2: 
Dans l’expression 
uk 
- I 
— Jo Il (z |=) el &— sink)! 
nr | sk ) , np gl Pow 
pat 
ou cs", ..., 2” sont les zéros de P,,(:), on peut séparer les zéros 


intérieurs au cercle w de centre z et de rayon ¥ et les zéros extérieurs 
à ce cercle ou situés sur sa circonférence, n étant assez petit pour 
que « tout entier soit intérieur à E. La seconde somme est égale 


à logrd, (e) et tend pour # infini vers JA logrd(e). Dès que # 
E—w E—w 


V2 ‘ à + . - . > UT: 
est assez grand pour que 7 < ¥, la première contient au moins = 


termes inférieurs à 
I 1 
—--—k)loga2,. 
a ) 5 


(au moins ceux relatifs aux zeros égaux a 


An, + lon, 


= }» les autres étant 


négatifs. Elle est donc inférieure à 


1 
ny! log2 — loga, 
qui, pour # infini, tend vers — log2. 
On a done 
Tr 3 . 
fim > log) Mn, ()\S | logr dv(e)— loge 
Nk À F—a 
et en faisant tendre q vers o on obtient l’inégalité annoncée. 
Il est à remarquer que ceci ne contredit pas notre théorème car la 


suite n,, Pa, ..., Mx, ... COnsidérée ici, au lieu d’être fixée une fois 
pour toutes, dépend du point 3. 
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6. Montrons sur un deuxième exemple que l’on peut avoir 
l’inégalité 
= LI À 
Fim log) Mn(s)|< f logr ay(e) 
Dy 


sur un ensemble ayant la puissance du continu. 
Posons 


9(1)= 3; QUE 3%, CHOSE mane ce CO COTES a 


de sorte qu'il est évident que o(#) croît indéfiniment ainsi que 

p(k) 
e(k—t) 
par o(k)<n< o(k+1), entier qui croit indéfiniment avec n. Puis 
prenons 


morale sgl le~ ata) Seta ea 


avec 


- A chaque entier n faisons correspondre l’entier & défini 


(de sorte que s2 ?(Æ) je 


= o(k—1), 


fa lao ten 
Tous les zéros de P,(z) sont réels et compris entre o et 1 et il est 
clair que l’ensemble E se compose du segment (0,1). De plus la distri- 
bution des zéros est régulière et Ÿ(e) est égale à la mesure linéaire de 
l’ensemble eE. En effet le nombre des zéros de P,,(z) satisfaisant 
à o<z<æ (pour o£æ<1)est égal à 
sx E[xo(k —1)] 


. F . 7 nh 
et son quotient par n tend vers x, car s est équivalent a —_——. 
o(k — 


Viel) 
rosrayer [tos Searle dee 


A tout nombre réel 9 compris entre o et 1 nous ferons correspondre 
un point 2(9) tel que 


On a donc 


L 
—— ! 
lim — log Il,15) < [ log| s — «| dx — loge. 
eae 


a) 


A chaque valeur de l’entier # faisons correspondre les segments S, 
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4 
, A ———— et comme 
de l’axe réel ayant comme longueur commune 75 e 


centres les points , où m prendra les valeurs 1, 2, ..., 


m 
g(k+1) 
o(k-+1)—1. Quel que soit k >o, les segments S, n’empiétent pas 
les uns sur les autres car la distance de deux centres consécutifs 


pat ays 
est pera ON TEE TES 4. 


ment S, contient à son intérieur exactement 3 segments Seu: 

Soit alors a,, %, %3, ... la suite des chiffres qui composent le 
nombre 4 écrit dans le système à base 3. Prenons le «, + 1"°™° a partir de 
la gauche des segments S,, puis le «+ 2°™ à partir de la gauche des 
segments S, intérieurs au précédent, puis le &,+ 1°" a partir de la 
gauche des segments S, intérieurs au précédent, etc. Nous avons 
ainsi une suite d’intervalles emboités qui tendent vers un point z(0), 
et il est clair qu’à deux 6 différents correspondent deux points 
différents. 

Quel que soit 6, P,(z)a US s zeros, d’ailleurs confondus, dont 


De plus il est clair que chaque seg- 


la distance à z(0) ne dépasse pas wa = 2%, Si dans l’expression 


de - ;, log! II,(s)| on sépare comme plus haut les termes correspondant 


aux zéros dont la distance à 3(6) dépasse n et les autres, la première 
somme tend, pour zn infini, vers 


210) —7, Al 
iP log! 3( 9) —~ x | dx + log| (9) — «| da, 
0 


«7 3(8)+7, 


tandis que la seconde est inférieure, dès que 7 est assez grand pour 


2 : 
St < à 


1 
= 8 <|t— (A - 1)] loge. 


expression qui tend vers — log2. On a donc 


3'Hi—y, 


qu I 

lim ~ lox HI, | =(9)|'< f ‘log | (0) — 2! da 
0 
a) 


Pf log 3(0)- x|dx log, 
2(6)+-7, 


et en faisant tendre y vers zéro on obtient l’inégalité annoncée. 


PE PU RS OT PR 


LE. 4k) 


PE VA 
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III. — Cas général. 


N’assujettissons plus maintenant l’ensemble & à aucune condition, 
et, pour simplifier le langage, convenons de dire que deux suites de 


polynomes P,,(z) et £,() sont équivalentes si le rapport os est une 
constante. Nous allons établir le théoréme suivant : 
Étant donnée une suite de polynomes P,(z), Pass gens Pacs) 


dont les zéros ont une distribution régulière, le rapport Pn restant borné, 


il existe une suite équivalente &,(2) et une fonction réelle ®(z) telles 
que l’on ait les propriétés suivantes : 


1° Quel que soit le domaine borné \), la différence 
dis f logra ye). 
D 


où r désigne la distance du point 3 à un point variable, est une fonction 
harmonique dans D. 


2° Pour toute suite partielle &, (2), En, 3). ..., 2,,(3), ... ona 
Fes op | 4 
lim AU |Zr,(2)| = @(4), 
sauf peut-être sur un ensemble contenu dans E et qui peut, quels que 
soient les nombres positifs « et , être recouvert par une suite de cercles 


pour laquelle la somme des puissances «°"* des rayons ne dépasse pas &. 
Sur cet ensemble, s’il existe, on a 


lim — log |£,,(12)| < Diz). 
nk 
3° S'il existe dans le plan des points qui n'appartiennent pas à E, en 


: fs 3 I Pie: ê : 
ces points l'expression — log | ,(2)| converge vers P( 2). La convergence 


est uni forme dans tout domaine borné disjoint de E. 


On reconnait immédiatement que le théorème du chapitre précédent 
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est l'expression de celui-ci dans le cas où & est borné : on voit que 
dans ce cas on peut prendre 


(2) = [ logrd ye) et fn (3) = —>— = Ih). 
peti 


Dans le cas général nous prendrons un point quelconque 3, du plan 
et un cercle ouvert w de centre 3, et telle que la fonction {(e) prenne 
la valeur zéro pour sa circonférence; nous appellerons R,(z) le poly- 
nome égal au produit II[z— «;"| étendu à tous les zéros de P,(3) 
appartenant aw, ou à 1 s’il n’existe pas de tels zéros, et Q,(z) le poly- 

Pals). 


nome FG)’ Nous verrons que l’on peut prendre 
JE Pn(z) et i2)=f 1 og — dY(e) + logrdv(e), 
Qn( Zo) ’ E—w ro E 


r désignant Ja distance du point z à un point Q variable de KE, et r, la 
distance du même point Q au point ;,. 

S'il existe des points du plan qui n’appartiennent pas à E, on pourra 
prendre pour 3, l’un d'eux et choisir w assez petit pour être entiére- 
ment extérieur à E. On aura ainsi 


O(5)= flog “aye, 
JE. ‘0 


et 


dès que P,(3) n’aura plus de zéros dans w; mais, comme on peut tou- 
jours modifier un nombre fini de &,(:), on pourra prendre toujours 


TACs) == 


+ Plaçons-nous d’abord dans le cas où Ene contient pas le point =, 
À. montrons que dans tout domaine borné A disjoint de E l'expression 


g ma 2 converge uniformément vers flog ea ye). 


I 

PAUL 
C étant un cercle de centre 3, assez grand pour contenir A 

entièrement à son intérieur, soit D un domaine contenant l'extérieur 


SUR LA CONVERGENCE DES SÉRIES DE POLYNOMES. 245 


de C, y compris le point à l'infini, contenant entièrement E à son 
intérieur, disjoint de A, et laissant le point =, à son extérieur. 
A partir d’une certaine valeur de n tous les zéros de P,,(z) seront inté- 
rieurs à D et l’on aura + 

Pa 


ae Las gl) | 1’ 
= OS eer I on, 3 
5 = CE © Og 7 ale). 
nm So | > To Y 


L Pate 


P (Zo) 


ge 


nr 


Quel que soit 4 positif, on peut partager D en un nombre fini 
d’ensembles partiels e;tels que le minimum m; et le maximum M, de 
‘fe . ; 

log sur e; satisfassent pour tous les points = de Aa M;— m< 1. 

Soit en effet R le rayon du cercle C, et soit R’ un nombre supérieur 
à R. Sir, >R'ona 

Fo = ST SR 

et 


d’où 


On peut toujours choisir R’ assez grand pour que le second membre 
AT ae 6; É F 
soit inférieur à Le Alors, si l’on prend pour l’un des e; l’ensemble des 
. . . . i, 
points de D tels que 7) > R’, l’oscillation de la fonction log — sur cet 
0 
ensemble est inférieure a 4. La partie restante de D est un domaine 
ee 5 7 à 
borné D’ disjoint de A et la fonction log — est continue par rapport au 
0 
point Q et a z lorsque Q décrit ce domaine et que = décrit A; elle est 
par suite uniformément continue par rapport à Q sur ce domaine 
quand = décrit A. 
. À 0 + ifs 
Ce raisonnement prouve en mème temps que la fonction log — est 
0 
bornée sur D par un nombre indépendant du point = de A. Elle est en 


if , 5 
effet bornée sur D —D’ par —et elle est encore bornée sur D’ a cause 


2 
de la continuité. 
7 . ’ | Ae : *p ' 
Il résulte de la que l'intégrale flog ed date) converge uniformé- 
r b 0 
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ment sur À vers 


2. Revenant au cas général, remarquons que les suites Q,(z) et 
R,(z) sont des suites de polynomes dont les zéros sont distribués 
régulièrement. Les fonctions Ÿ,(e) et Y,(e) correspondantes sont en 
effet égales respectivement à d,(e—w)et4,(ew).Sie, est un ensemble 
quelconque, la frontière de e, — w se compose des points de la frontière 
de e, extérieurs à w et peut-être de points pris sur la circonférence 
de w, de sorte que, si la fonction Ÿ(e — w) est nulle pour la frontière 
de e,, il en est de même de }(e) pour la frontière de e, — w. De même 
si) (ew) est nulle pour la frontière de e,. )(e) est nulle pour la frontière 
de e,w. Les suites U,(e) et L,(e) sont donc convergentes respecti- 
vement vers | 

Ve) —Vd(e--w) et Y'(e) = b(e—w). 


L’ensemble dérivé E’ de l’ensemble de tous les zéros des polynomes 
Q,(3) se compose de tous les points de E extérieurs à w et peut-être de 
points de E situés sur la frontière de w. Le dérivé E” de l’ensemble 
de tous les zéros des polynomes R,,(z) se compose de l’ensemble Ew 
et peut-étre de points de E situés sur la circonférence de w. 

Soit alors A un domaine borné quelconque disjoint de E, et par suite 
de E’ et E”. D’après ce que l'on vient de démontrer au paragraphe pré- 
cédent, l'expression 


Û POs) 


LOS 
nee D 


converge uniformément dans A vers 
i) | bd e gs 
log — dv'(e) = | log —d(e). 
E’ E— ro 
— 


D'après le théorème du chapitre 11, l'expression 


Il 
7 108 | Rai =) | 
converge uniformément dans A vers 


frourdvrie: = | logrdv(e). 
lee 


“Eo 


| 
; 
4 
a 
À 
a 
: 
| 
| 
; 
: 
| 
| 


LL 
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Au total l'expression 


Paus) I 


aS a |e Qn(3) 
DA) 7 


Fes 


io 


n 


| à il 
Fe log Ri( 4) | 


converge uniformément dans A vers 


: 
| loxmd die + f logrd Ue). 
E—w Po Ew 


Q,(z) | 
converge encore vers ] oe 
One) g vers fi og — v(e) 


en tout point extérieur à E’ et en particulier partout sur w. 

Soit d'autre part P,(z), P,(z), ..., P,,(s), ... une suite partielle 
quelconque extraite de la suite P,(z). Alors, en vertu du théorème du 
chapitre II, on a sur w | 


3. L'expression = log 


ae ; 
Fim log Ru ts) == f ler adies 
Aas Fo 


sauf peut-être sur un ensemble & contenu dans E”, donc dans Ew, et 
pouvant être recouvert, quels que soient les nombres positifs « et €, 
par une suite de cercles dont la somme des puissances à°"* des 
rayons ne dépasse pas <. Sur A ona 


Tim — log | R,,(5) = L logr die). 
ao . 


v Ep 


Au total on voit que l’on a sur w 


x r 
= + log die) +f logrddb(e), 
Rw la Eo) 


sauf sur l’ensemble G, où l’on a 


Puits) 


(omen =) 


lim — log 
Np 


cae 
i, 35) 


eae lagiers f loprd bie). 
Fo Ew 


a 
lim — log 
Ny- 


4. Conservant toujours la même suite 7,, Na, ..., Me, ... considé- 
rons un autre cercle ouvert w' de centre z,. et plus grand que a, et 
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définissons les polynomes g,(3) à partir de w’ exactement comme nous 
avons défini Q,(z) à partir de w. 

Exactement de la même manière que pour w nous verrons que l'on 
a dans w’ 


Pala ak lox ayer + f logrd ie). 
In (40) E—w' win: oe 


sauf peut-être sur un ensemble contenu dans -Ew’ et qui peut étre 
recouvert, quels que soient « et ¢, par une suite de cercles dont la 
somme des puissances x des rayons ne dépasse pas €. Sur cet 
ensemble on aura 


———— 1 
lim — lo 
Nk 


Pils) ) 


9m (40) 


ao 5 
lim — log 
Nk 


soi ba log — 7 dY(e) ss Le logr d v(e). 


Qn(s) 
qn(5) 
ment : la fonction d,(e) ehiacnonduntt est égale a d,[e(w'—«w)] et 


l’on voit qu’elle a pour limite | e(w’— w)]. Le dérivé E” de l’ensemble 
de tous les zéros de ces polynomes se compose des points de E zntérieurs 
à la couronne comprise entre les circonférences de w et w’ et peut-être 
de points de E situés sur ces circonférences. D’après le théorème du 


chapitre 11, en dehors de E” l'expression ~ log Qn(s) 
: no? | gal2) 


Mais la suite des polynomes 


la ses zéros distribués régulière- 


converge vers 


logrd U[e(w’— w)|= [ logrdv(e). 
ET + E(@’—) A 


On ( 30) 


dn Zo) 


En particulier ~ log 


tend vers [ logr,d(e) et par suite 


“ E(@’—@) 


anal logr, d'Y(e). 
Past zy) E(w'—w) 


En définitive on voit que sur w’ ona 


sf} log : die) +f logr d'h(e), 
w Po Ew 


l’ensemble des points où l’on a effectivement l'inégalité pouvant être 


P,,(3) 


TL 
lim — log 
n nj (30 


k 


eres 1 
== lim — log 
ny 


DE :) 


wae E 
(1) lim — log 
Oe FES À D 


ny. 
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recouvert, quels que soient « et €, par une suite de cercles dont la 
somme des puissances «°"* des rayons ne dépasse pas €. 


5. Le cercle w’ pouvant être pris aussi grand que l’on veut, on voit 
d’abord que l’on a la relation (1 ) en tous les points du pian. 

Soit ensuite ©’, &@,, ..., &,,... une suite de cercles ouverts tels 
que w’ et dont pie rayons croissent indéfiniment: et fixons les nombres 
x ete. L'ensemble des points de w’ où l’on a 


ff lors adie) > R logrdu(e) 
E— « Me 


peut étre recouvert par des cercles pour lesquels la somme des puis- 


A eee 
(2) lim — log 
Wj. = 


as 


iémes 


ra 3 . 
sances « des rayons ne dépasse pas —- Ensuite pour chaque 
2 


entier z l’ensemble des points de w, —w,_, où l’on a l'inégalité (2), 
évidemment contenu dans l’ensemble des points de w, où l’on a la 
méme inégalité, peut étre recouvert par des cercles dont la somme des 


- : Sr SE 
puissances a" des rayons ne dépasse pas —- On aura ainsi recouvert 


tous les points du plan où l’on a l’inégalité (2) par des cercles dont la 
somme des puissances a" des rayons ne dépasse pas €. 


6. Quel que soit le domaine borné D,ona 
ag. log able) + fi logr vce) | — four die) 
E— wo Ew 
=f log de) + logray(e) — f log rs dy(e). 
(E—w)—D ro Ew—D —w)D 


C’est une fonction harmonique a l’intérieur de D). 


A titre d'exemple prenons 


x z I \ we i ( 2 Un” ne Yn AR Ve 
Pa(s)= 24 E -(5 tee eee 17 F — “stat > 


avec 9, —E[vr|. 
Le degré de P,(3) est pr»=,, de sorte que le rapport ~ 


Ln reste au 
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plus égal à 1. L'ensemble E se compose du plan tout entier car on voit 
aisément que tout quadrilatère curviligne défini par les inégalités 
4, < argz < 6, du ae | Re 


avec 
0 LI —0,< 07: ODI L'D93 


contient des points de &. D'ailleurs la valeur de la fonction Ÿ,(e) pou 
ce quadrilatère a pour limite 


(0: — 0:) ep Pl I | 
5 27 PART ME 
de sorte que les zéros des polynomes P,,(z) ont une distribution régu- 


lière et que 
WO err ear. TSI 


do désignant l’élément d’aire. 
On peut prendre pour w par exemple le cercle |z|<{1. Alors Q,(0) 
est égal à 


> (2p}{4 |? : 
Evan si 4pSnr <(2p +1}. 


aiply} 
et à 

;  UOPITE Ge | 
nr) Fea si (2p +1Sn < (2p-+ 2). 

D'autre part 
. . à | 

o(s)= | logrdy(e) + log A d(e) = log[i+jz||— loge. 
“Eo “E— 1 
Si l’on pose 
Pa(z) 


A ED) em . 
(3) © Qu(o) | 
on a pour toute suite partielle &,.(3), £,,(3), ..., 2,,(3), . 


re I ' 
lim — log | Pn, (4) | = log[1 + z||- loge 
k 


dans tout le plan sauf au plus sur un ensemble susceptible, quels que 
soient cet € positifs, d’être recouvert par des cercles dont la somme 
des puissances a" des rayons ne dépasse pas €. 
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D'ailleurs comme ï log |Q,(0)| a pour limite log2, de sorte que 


Tim =, 8 (Sng Ce) = Tim — log |Pp,(z)| — logo, 
cette égalité peut s’écrire 
CL ; f 
tim + log | Pn, (#1! = log[a + ||]. 


qui consistait à prendre tout simplement &,(z) = P,,(z).. 
augmentant ®(z) de log u. 


Pz), ..., B(z), ..., l’on ait presque partout sur un domaine D 


ao iL an 
lim — log | 24 (3) | = ®,(s). 
Fly. 


À sur D 
7 @, (5) = O(z) + logy. 
| 


En effet, si la suite partielle Ÿ] u,,|/ a une limite ur, on a presque partout 


= il 9 > 
. fim — log | #4)(s)i = ®(2) + logp’. 
k 


On doit donc avoir presque partout sur D 
D,(z)—=dD(:) + logy’. 


ae 


Remarque. — La suite %, (2) et la fonction (3) dont notre énoncé 
affirme l’existence ne sont pas bien déterminées puisque nous avons 
donné une solution qui dépend d’un cercle arbitraire w; dans 
l'exemple qui précède nous avons obtenu une solution supplémentaire 


Si l’on a les propriétés de l'énoncé avec une suite &,(2) et une fonc- 
tion ®(z) données, toutes les solutions s’obtiennent en multi- 
. TRE . . . 
pliant &, (2) par une constante u., telle que yu; ait une limite uw, et 


Il est évident que le procédé indiqué fournit bien une solution. 


Inversement nous allons montrer que, si une fonction ®, (z) et une suite 
(3) FA sont Mee que, pour toute suite partielle @,'’(s), 


on peut affirmer que (| u., a une limite u. et ue l'on a presque partout 
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Ceci exclut la possibilité d'existence de deux limites différentes p' 


et u” pour deux suites partielles Ÿ{u,,| et"V{p,,l, et l’on a bien le 
résultat annoncé. . 

Si l’on suppose de plus que ®,(z) satisfait à la condition 1° a 
l’énoncé pour les domaines bornés contenus dans D, légalité 


®,(s) = D(z) + logp 


a lieu partout à l’intérieur de D; car la fonction ©,(s)— ®() est 
harmonique à l’intérieur de D. 
Si D se compose de tout le plan, on a partout 


@, (5) = D(z) + logp. 


IV. — Application aux séries 2a, P,(=). 


Les résultats qui précédent permettent de faire l'étude de la conver- 
gence des séries Za,P,(3), où d,, a, ...,a,.... sont des coefficients 
variables, lorsque P,(z), P,(3), ..., P,(z), ... est une suite donnée 

A 2 > Pr 
de polynomes dont le degré p, varie avec n de façon que le rapport + 


reste borné et dont les zéros ont une distribution régulière. 
x . Nn) | ~ 
Soit en effet %,(3)— ke ~\=) une des suites dont le théorème du 


chapitre précédent établit avistaice: et @(z) la fonction réelle qui 

lui est associée. La série La,P,(z) peut s’écrire Xa,®,(z), avec 
, . eee. ras ~ 

a, =4,%,, et, Si l’on pose lim y @,!=A, ona 


est : 
lim = log | as Pa s)|= @(z) + loga, 


sauf peut-étre aux points d’un ensemble contenu dans E et susceptible, 
quels que soient les nombres positifs x et , d’être recouvert par des 
cercles dont la somme des puissances 2% des rayons ne dépasse pas 
:, ensemble sur lequel ona 


——— I \ 5 
lim = log 4nPntz) << D(z) + los. 


2. étant fixé, cet ensemble dépendra de la suite a,. 
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La remarque de la fin du chapitre précédent permet de vérifier 
immédiatement que l'expression D(3)+logà est indépendante du 
choix particulier de &,(z) et (3). 

L'égalité 


I I es a 
=, log | GPAs) = 7, log [2n(s)|+ log Via, | 
montre d’abord que l’on a partout 
lim + log l'a Pie) | Tim ~ log | Pn(z)| + logÀ<D(:=) + logi. 


if 


: é ae é . iin 
Ensuite, si l’on considère une suite partielle a’, telle que | a',,| tende 
effectivement vers A, la mème égalité montre que l'on a 


rs / ie | 
fim 7c log|#,,P,,(:)!= lim i log | @,.(5) | + loga, 


\ 


et par conséquent 


eh mea. : F + 
pia gies) oF ela) j2tim— log) ton( 2) 4a log, 


d’où le résultat annoncé. 
U résulte de la que la série La,P,,(3) est certainement convergente 
sur l’ensemble des points où 


d(z) + log? <o, 


et qu’elle est certainement divergente sur l'ensemble des points où 


®(s) + logi > 0, 


à l'exception peut-être de points de E pouvant, quels que sotent les 
nombres positifs « et <, être recouverts par des cercles dont la somme des 
puissances a des rayons ne dépasse pas €. 

On ne peut rien conclure pour les points où 


D(z) + logÀ — 0. 


A titre d'exemple prenons pour P,(:) les polynomes considérés au 
chapitre précédent. On peut prendre Æ,(z) = P,(s), de sorte que 
a, — a, avec ®(s)=log[1+ '5 |. 
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Le minimum de (3) étant o, la série Sa,P,(z) ne pourra être con- 
vergente sur un ensemble de mesure non nulle que silog A <o, c’est- 
à-dire lim ya, |< 1. Cette condition étant supposée remplie, il y aura 
convergence à l’intérieur du cercle 


log[1+ |= i Re te ou ls|<5—-1, 


et divergence à l’extérieur, sauf peut-être sur un ensemble jouissant 
de la propriété indiquée plus haut. On ne sait pas ce qui a Heu sur la 
circonférence. 


Nous allons maintenant apporter plus de précision à ces résultats en 
établissant les théorèmes suivants : 


Quels que soient les nombres positifs « ete, on peut déterminer un 
ensemble o indépendant de la suite des coefficients a,, et qui, s’il n’est 
pas vide, peut être recouvert par des cercles dont la somme des puissances 


as des rayons ne dépasse pas 2, de façon que, st l’on a sur un ensemble 
borné & 
D(:) + log << (avec n>0), 


la série Ta, P,(z) est uniformément convergente sur A — 6. 


IT. Se l’on a sur un ensemble borné & 


D(s) + log} <— 7 (avec n>0). 


et st D(z) est continue sur & et sa frontière, la série Ya, P, (=) est unt- 
formément continue sur &. 


|. Désignons par }(s, u) comme au chapitre II, la valeur que prend 
la FT Ÿ(e) pour le cercle fermé de centre = et de rayon uw. 
Appelons W la valeur de la fonction L(e) pour le plan tout entier, de 


sorte que la fonction He TE) prendra, elle, la valeur 1 pour le plan tout 


entier. Déterminons le act Hi k par l'égalité (2/)*=<«. 
D'après ce qui a été démontré au chapitre I, l’ensemble des points = 
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Or 


du plan où l’on n’a pas pour toutes les valeurs de u au plus égales ak 


peut être recouvert par une suite de cercles dont la somme des puis- 
sances am des rayons ne dépasse pas :. Nous allons montrer que l’on 
peut prendre pour © cet ensemble. | 
Supposons donc que, pour une des séries Xa,P,(z) que l’on peut 
- former avec la suite P,(3), l’on ait 


PE lost 7 (4 > 0) 


sur un ensemble borné &. 

Le choix de la fonction ®(z) et de la suite &,(3) n'ayant pas 
d'importance, supposons que l’on ait pris avec les notations du 
chapitre précédent | 


PRs 7 ; 
Dee tt) et O(2) = f log — d'h(e) + logr d'b(e), 
One) Eo 1 2 Ew be 
et que w ait été choisi de manière à contenir entièrement & à son 
intérieur. 


Q,(3) 


Qu) 
r . 

mément vers ‘à log d'(e). Donc, sin est assez grand, on a, quel 
0 


 E— 0) 
Na vals 1 e) Le 
ogf tl <f ve dv 


. . à . I . 
En premier lieu sur CU l'expression - log | converge untfor- 


que soit z sur &, 


Ht 


à . 

Ensuite si /,(æ) est la fonction, déjà considérée, qui vaut log 2 pour 
| æ>et et —p pour o<a<e”, l'intégrale | /,(r)dY(e) tend en 
i ta ? Ew 

3 décroissant vers | logrd}(e) lorsque p croit vers +2; et, si e7 


EW 


est fard r à la distance de & à la circonférence de w, on a sur CL 


logrdu(e) eee wits; e-*} dt. 5 


ay i x wore nf] ag: + pr fe ‘ 
Si l’on suppose de plus que 3 n'appartient pas à sel que € kb, on à 


For Jrtr) dY(e) — 


RW Kw 


17% 
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pour t2p 
—t LA — xl 
(sz, e )< pe , 
et par suite 


SIP TBS 


y 
te "(2 eed Bef sa hee 3,6 * di my bh 


Au total on voit que, si p est assez grand, ona, quel que soit 3 sur — 5, 
jk POLTOES I logr d'U(e) + 2 
EW Ew À 2 


p étant fixé /,(7) est uniformément continue par rapport au point Q 
variable sur w et bornée sur w quand = décrit l’ensemble &, et par 
. suite l'intégrale 


fH ale), 


. # . , ‘ I i + L4 
qui est supérieure ou égale à - log |R,(3)|, converge uniformément 
sur & vers 


Cr) — (rr) de 5 
ficoave=f seat) 
Done, si n est assez grand, on a, quel que soit s sur & — a, 


= log | Rn ( )1< fo fir) d'Y(e )+8<f logr dy(e) + =. 
Ew k 


“Ew 
Si de plus 7 est encore assez grand pour que 


1 " 
aI log | An On (50) — log À ao aa 
J 


on aura partout sur À — 5 


1 
7108 | tn Pals) | = = log | du Qn( $0) | + = log nee EE log | Bus) | 
sh er log = d'p(e) + logr dy(e) + 42 
E— « E 


— (2) blogh=p À <— 
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d’où 


7, 
De 


| @pPafz) Le FT 


1 x r . 
d’où résulte la convergence uniforme. 


2. Si (3) est continue sur © et sa frontière, il en est de même de 


[ logrdŸ(e). Or l'intégrale 
Ew 


Jp (ry a ¥(e) 


E® 


est une fonction continue du point = car, sir’ et r’ désignent les dis- 
tances de deux points 3’ et 3” au point variable Q, on a, quel que soit 
ce point, 


LG) — fol") | <P | 3’— 3" |, 
et par suite 


fi He agycey—f fle ayle)| <er yb) |z'— 2" 
Ew E@ y 


Cette fonction continue tendant en décroissant vers la fonction 


f logrd(e), continue également sur et sa frontière, lorsque p 
Ew 


tend vers + æ, la convergence est uniforme sur & et sa frontière. On 
peut donc trouver p assez grand pour que l’on ait 


s 


[ seave-f logr dp(e) <= 
Ew Ew ; 


partout sur & et non plus seulement sur & — 5. 

En reprenant alors le méme raisonnement que ci-dessus, avec cette 
seule modification, on voit que la série £a, P,(<) est uniformément 
convergente sur Cl. 

En particulier si d(:) est continue dans tout le plan la série Xa,,P,,(3) 
converge uniformément sur tout ensemble borné où ®(z) + log À a 
un maximum négatif. C’est le cas par exemple pour la suite de 
polynomes que nous avons considérée au chapitre précédent et au 
début de celui-ci : il y a convergence uniforme de la série £a, P,(3) 
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dans le cercle | z|<o si 


! 
= === 
lim V | M 
Dans le cas particulier où l’ensemble & est borné, sil’onaY(E) 40, 
il n’est pas nécessaire de préciser dans nos énoncés que l’ensemble & 
doit être borné mais on peut considérer simplement l’ensemble des 
points où 


QE. 


D(z) + log <— n. 
Cet ensemble est en effet automatiquement borné puisque ®(z) tend 
vers + o quand z s'éloigne à l'infini. 


Remarque. — S'il existe une région du plan où (3) a une valeur 
constante ®,, nos conclusions ne suffisent pas pour étudier la conver- 
gence de la série dans cette région dans le cas où l’on a 

log? — — ®,. 
En effet on y a alors 


D(=) + log? = 
Prenons par exemple 
| Das ie ste cout 


ue 


2(n) étant une fonction positive de n telle que —— tend vers 0 pour 


n infini. 
L'ensemble E se compose de la circonférence y:!::|=1 et de 
l'origine; la distribution des zéros est régulière et l’on a 


a 
p(e)= —» 
2T. 


a désignant la mesure linéaire de l’ensemble ey. On peut prendre 


ae et ER — logr due) = [ log| = — ei | a4, 


F Can 
ce qui donne 
ae pour ,3,S1 el ®( >) = log| =! pour Bes 


Si 
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la série La, P,(3) est convergente à l’intérieur du cercle 


log | 3! + log <o ou |31< 


et divergente à l'extérieur. La convergence est uniforme à l'intérieur 


- de tout cercle |z|<¢ avec ¢ <;- 


Si A >1, on a partout ®(s)+ log À > 0, et par suite la série est 
convergente au plus en des points de E dont l’ensemble peut être 
recouvert, quels que soient les nombres positifs « et <, par des cercles 
dont la somme des puissances x°"% des rayons ne dépasse pas &. 

Mais si À —1 on peut affirmer seulement que la série diverge à 
l'extérieur de y, et l’on ne peut rien dire sur sa convergence à l’inté- 
rieur de ce cercle. 

En fait, si l’on avait pris par exemple o(n) = 1, la série est conver- 
gente pour s 0 et de méme nature que la série Xa, en tous les autres 
points intérieurs à y. Mais si par exemple 9(0) =o, 9(1) = 9(2)=1, 
et o(n) = E[logn] pour n> 2, on aura des résultats plus variés : si 
l’on prend le cas particulièrement simple où a,— n°, avec « >0, on 
aura pour n > 2 


nettles =| ag | Un se" | Le y%tlos|=! 2 


2 


la série sera donc certainement convergente pour | 2;<e™'**') et 
divergente pour |) >e*. 

Toutes les fois que l’on aura {(e) = 0, c’est-à-dire que le quotient 
par n du nombre de zéros de P,,(s) contenus dans un domaine borné 
quelconque tend vers o, ®(z) est constante sur tout le plan et par 
conséquent nos résultats permettent seulement de conclure que la 
série Za,P,(z) est convergente partout, ou divergente presque 
partout, suivant que D(3)+ log’ est négatif ou positif, mais rien 
lorsque l’on a 
D(:) + log? =o ‘ 
dans tout le plan. En fait, il peut se présenter des circonstances variées. 

A titre d’exemple prenons 

P,(s)= [serve 


6 étant incommensurable avec =. 


260 HUBERT DELANGE. 


On a bien L(e) = v et l’on peut prendre 


P,(s Pals) _ P,(3) 
P,(0) mi 


en n° 


Ln(s) = 


avec d(:)—0, 


de sorte que le cas douteux est celui où 


a 


lim 


ner 0j | — lim ÿn Val =1. 


Nous allons montrer que, si l’on se donne arbitrairement un 
domaine convexe D, borné ou non, on peut déterminer a,, satisfaisant 
naturellement à cette condition, de manière que la série £a, P,(z) soit 
convergente à l’intérieur de ce domaine et divergente à l'extérieur. — 

Si l’on appelle /(¢) la borne supérieure, finie ou non, des valeurs 
de A pour lesquelles la droite 


æ COS9 + } sing — À —0 


rencontre D, il suffit de prendre 


a 


i n °e a font, 
En effet avec cette valeur de a, on a constamment, si l’on pose s=a-+Ly, 
I 5 
—= log |a,P,(:)| <xcosn0 + y sinn + 


Ee = find 


yr 2 nr 


si s cst intérieur au domaine D, on en conclut, en appelant la distance 
de 3 à la frontière de D, que 


I 
—— log | a, l ete s)|<—dé+ — oa 
\ 7 y 2 
ou 


| <3 
TEL 


lanPa(zs)| <e à evaè, 


d’où il suit que la série La, P,(z) est convergente. 
Si au contraire le point s = x + vy est extérieur à D, il existe une 
valeur ©, de 9 telle que 


d COS Qu + Y Sin 25 — f(90) > 0. 


Soit / la valeur positive du premier membre. Si l'on choisit la suite n, 
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"a if) iD $ I 
de manière que e"*” tende vers e’*, l’expression ire log|a,,P,,(z)| tend 
Nk 


vers #. Par suite la série Xa,,P,,( 3) est divergente. 


\. — Etude des polynomes dérivés. 


Soit P,(=), Pa(s), ..., P,(=), ... une suite de polynomes dont 
les zéros sont distribués réguliérement, et dans laquelle E ne recouvre 
pas tout le plan. 

Soit :, un point qui n’appartient pas à E et y un cercle de centre 5, 
et de rayon ¢ assez petit pour être entièrement extérieur à E; soit 
ensuite y’ un autre cercle concentrique à y, de rayon plus grand, et 
encore tout entier extérieur à E. Appelons D le domaine formé par 
l'extérieur de y’, y compris le point à l'infini. Il est clair qu’à partir 
d’une certaine valeur de 7 tous les zéros de P,,(z) sont intérieurs au 


domaine D, et si l’on pose 
1 e 


J(Q)= ’ 


FS eat 


u désignant l’affixe du point Q variable, ona 


OP Cae fee an 
n P,() =f 1Q) apte. 


Si Q et Q’ sont tous deux extérieurs à un cercle de centre 3, et de 
rayon R supérieur à ¢, on a, quel que soit s dans y, 


QUES? Qs 


d’où 


O9 AQ 


Quel que soit le nombre positif x, on peut déterminer R assez grand 
pour que 
2, 
oe 
Alors, quels que soient les points Q et Q’ pris sur l'extérieur du 
Ann. Ec. Norm., (3), LVI. — Fasc. 3. 34 
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cercle |2—:,|—R. on aura 
IZ(Q') — f(Q)1< n: 


Ensuite /(Q) sera uniformément continue par rapport à Q dans la. 
couronne comprise entre le cercle y’ et le cercle |:— 2, —R, et sur 
sa frontière, quand 3 décrira l’intérieur de y; de sorte que l’on pourra 
décomposer ce domaine en un nombre fini d’ensembles partiels ¢; tels 
que l’on ait pour tout couple de points Q et Q de e;et pour tout point s 
intérieur à y 


[f(Q") — S(Q)1 <n. 


Enfin, si ¢’ est le rayon de y’, on a, quel que soit Q dans D et quel que 
soit = dans y, 


tie st. 
JOIE 7 


Il résulte de là que, pour n infini, l'intégrale 


. Pets 
[IQ Awe) = Lee 


converge uniformément dans y vers 


[QAM =f Qaye 


Le mème raisonnement pouvant être fait au voisinage de tout point 3, 


Pi (5) 
P,(s ) 


domaine borné disjoint de E vers l'intégrale que l’on vient d’écrire. 
Cette expression étant holomorphe dans un tel domaine à partir d’une 
certaine valeur de x, la fonction limite A(z) est holomorphe à l’exté- 
rieur de E. 

Il résulte de là que toute région extérieure à E ne contenant aucun 
zéro de h(z) ne contiendra, à partir d'une certaine valeur de n, aucun 
zéro de P,(=). Au contraire, dans une région où h(s) ne sera pas identt- 
quement nulle, tout cercle ayant son centre en un zéro d’ordre p de h(3) 
et asses petit pour ne pas en contenir d’autres contiendra, à partir d'une 
certaine valeur de n, exactement p scros de P',(z). 

Par suite le dérivé K’ de l’ensemble des zéros des polynomes P’,( 3) 


7 . 1 : I 
extérieur à E, l’expression à converge uniformément dans tout 
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ne contient, en dehors de E et des régions où A(z) serait identique- 
ment nulle, que les zéros de (2). Ces derniers sont d'ailleurs au plus 
en ensemble dénombrable puisque tout domaine borné disjoint de E 
n'en contient qu’un nombre fini. 
’ Sa Pale) gic hie 
D'autre part si @,,(s) = > est une des suites équivalentes à P,,(s) 
cr) 

dont le théorème du Chapitre III affirme l’existence, et ®(z) la fonction 


réelle correspondante, en remarquant que l’on a 


I 
+ —lovn, 
n al Loe 


on voit qu’en tout point extérieur à Ki et où h(3) 40 l'expression 


1 
Ola ses i= loo: 
n > | al )| n C 


converge vers D(z) comme - 10g) 2 ,( 59}. 


Remarquons enfin que, si dans une région du plan extérieure à 
Eh(z)est identiquement nulle, ®(z) y est constante. En effet, siz’ et =” 
sont deux points de cette région, on peut les réunir par un chemin 
entièrement intérieur à cette région et qui par suite ne rencontrera, 
pour 7 assez grand, aucun zéro de P,(:), et l’on a 


fr I À 4e CE 
lou EE oo hs CE Vl == eR = ds 
ñ : PA ) ; A, > | n ( ) \ > n Cie 


: cet we 1 Betz) 4 
par suite de la convergence uniforme de > P, (3) vers o sur le chemin 
n\+ 


“4 
~ 
t 
—| 
ee 


d'intégration on a à la limite 
5 


D(=")— @(s/)=0. 


Si donc il n'existe dans le plan aucune région où ®(=) soit constante, 


DE MR De = € 
a log | Pils) converge vers @(s) partout à l'extérieur de E, sauf peut- 
n ee 


Dans le cas où G est borné et l’extérieur de E d’un seul tenant, ce 
étre sur un ensemble dénombrable (formé des zéros de At 3)). 


résultat est une conséquence de la remarque (5) du Chapitre II de la 


première partie. : 
Il est essentiel de supposer qu'il n'existe aucune region ou 


1 


D(z) — const. En effet si l'on prend par exemple P,,(s)=s"—1 on 
peut prendre 
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0 pour |:|< 
| =| 


Pa(s)=Pa(s) et (5) =) Age | pour 


Mais P),(s) = ns" et - log! P’,(3)| tend, quel que soit =, vers log|5| 
qui n’est égal à D(z) que pour | 5/21. 

Dans le cas particulier où E est borné et son complémentaire d’un 
seul tenant il ne peut exister aucune région où ®(z)—const., du 
moins si Y(E)<o; sinon ®(z) qui est harmonique en dehors de E 
devrait être constante partout en dehors de E; or elle tend vers l'infini 
comme Ÿ(E) log | 3 | lorsque = tend vers l'infini. 


VI. — Réciproque du théorème du Chapitre III. 


Le théorème du Chapitre III admet la réciproque suivante : 


P,(s), P:(5), ..., P,(z), ... étant une suite de polynomes dans 
laquelle le rapport du degré de chaque polynome à son indice reste borné, 
s'il existe une suite équivalente &,(z), P,(3), ..., 2,(s), ... et une 
fonction réelle ®( 3) telles que, pour toute suite partielle 


PACE S88 OF CS PA CA ARS 
l’on ait presque partout 
lim | loi (sl OLS), 
Nk : 


la distribution des zéros des polynomes de la suite est régulière. La fonc- 
tion Y(e) est entièrement déterminée par la connaissance de ®(3). | 


A. Notre démonstration reposera sur le théorème suivant de la 
théorie du potentiel : 


St deux fonctions potentielles U,(P) et U,(P) satisfont presque par- 
tout sur un ensemble ouvert O à l'égalité : U,(P)— U,(P) = H(P), H(P) 
étant une fonction harmonique sur O, les fonctions de masses sont égales 
sur tout ensemble contenu dans O. 


La — 


| 
| 
1 
; 
| 
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1. Soit lune courbe de Jordan et G(P) la fonction de Green du 
point à l'infini pour cette courbe. Soit CG, la courbe d’équation G(P) =A 
(avec A> 0) et désignons par C, l’ensemble fermé formé par l’inté- 
rieur et le périmètre de C;, et par C, l’ensemble ouvert formé par 
l'intérieur de C,,. 

Soit d'autre par Ÿ(e) une fonction d'ensemble non négative et nulle 
sur tout ensemble sans point commun avec un certain domaine 
borné D; et soit 


U(P) = flogPQ dv(e) (Q étant un point variable dans D). 
D 


Alors l'intégrale 
ee SNA ER oe À ds, 


0G 
où la dérivée — est prise suivant la normale extérieure à (,, est une 


fonction convexe de i et ses dérivées à gauche et à droite sont égales 
respectivement à 


Y(G) et “UG. ). 
-.Posons en effet, f(a) étant la fonction déjà considérée plus haut, 


UP) = (PO Ade) 
et 


ot: 0G 
w,(2, Q) =f PO, 


de sorte que, lorsque p tendra vers + >, U,(P) tendra en décroissant 
vers U(P) et w,(A, Q) tendra en décrotssant vers 


Arete. OG 
wt; =f log PQ ds, 
qui vaut 27A si Q est à l’intérieur de C; ou sur C; et 27G(Q) si Q est 


à l'extérieur de C;. ee. | 
U,(P) est une fonction continue de P, car si PP <¢ona, quel que 


soit Q, Lf(P/Q) — ful PQ) | < der, 
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et par suite 
[U,(P')—U,(P)|<%(D)ôer. 


De même w,(À, Q) est une fonction continue de Q. 

Partageons alors D en un nombre fini d’ensembles partiels e; de 
diamètre inférieur à 2, et soient m; et M; le minimum et le maximum 
de f,(PQ) quand P reste fixe et Q décrit e;. On a 


~mjb(e7) < U,(P}< 2M;4 (e;) 
et 
Mi— mu < de” d’où =M;b(e;) — Emid(e;) << U(D) der. 


Par suite, Q; étant un point choisi dans e; suivant une loi quelconque, 
ona 

os ~y à 

| UAE) —Y j, PO;) Le) | <L(D)der, 


i 


d’où l’on déduit par intégration 


J. U,(P) pees ae, Où) Le) 


re 


k 0 
<J(D)de | j “ds. 
€ 


Cy, 


Si l’on fait tendre ¢ vers 0, on obtient à la limite 


fun fap, Q) dH] <0. 
wy 
AZ p) d= [1,0 , O)db(e). 


Si ensuite on fait croitre p vers + + on a à limite 


c’est-à-dire 


ana) = f (2, Q)dy(e) 


“rl 


Fee ag fun O)dd(e). 


On en déduit, en tenant compte de la valeur de u(A, Q), que si A’ > 7 


ou 


LUC) (AR) STG) — WA) Sb Cy) (4 — 2) 


ou 


SSC : 
So 4), 


d’où résulte immédiatement le résultat anoncé. 


2. Si ÿ(e) n'est plus supposée non négative, elle est la différence de 
deux fonctions non négatives d’(e) et U’(e) et (A) est la différence 
des deux fonctions de 2 définies de la même façon à partir de d'(e) 
et Y’(e). Par conséquent I(X) admet encore une dérivée à gauche et 
une dérivée à droite qui sont égales respectivement à 


WG) 8 WG). 


Si d’autre part H(P) est une fonction harmonique dans la courbe C,,, 
l'intégrale 


est constante pour o < À <À,, et par suite dans cet intervalle la fonction 


| 1 IG |. 
admet encore pour dérivées à gauche et à droite 
HG) et YE). 


3. Cela étant, soient L'(e) et L’(e) deux fonctions d'ensemble, la 
> première nulle pour tout ensemble sans point commun avec un domaine 
borné D’, la seconde nulle pour tout ensemble sans point commun avec 
- un domaine borné D’; soient 


ur (P) = log PQ d'Y'(e) 
ly’ 
et 
U,(P) = f logPQ dv"(e); 
1’ 


soit O un domaine ouvert quelconque; et supposons que l’on soit 
assuré qu'il existe une fonction H(P) harmonique sur O et telle que 


18 
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l’on ait au moins presque partout sur O 


U,(P)—U;(P)=H(P) ou U,(P)=U,(P)+H(P). 


x 


Prenons alors pour la courbe I’ considérée plus haut un rectangle — 
de côtés parallèles aux axes de coordonnées Ox et Oy et entièrement 
intérieur à O. Il existe une valeur positive À, telle que C;, soit encore 
entièrement intérieure à O. Pour o < ASA, les intégrales 

dal. TON LE J | 0G 
LL (2) = af, Oe JF et 1,0) = f (Ul ) + H(P)] 5" ds 
sont certainement égales, sauf peut-être pour les valeurs de À telles que 
l’ensemble des points de C, où 


U(P) AU (P)+H(P) 


soit de mesure linéaire non nulle. Mais ces valeurs de À forment au 
plus un ensemble de mesure nulle et l’on a presque partout dans 


l'intervalle considéré 


par suite de la continuité de I,(A) et J.(A) cette égalité a lieu partout 
dans l’intervalle et l’on en déduit 


W(G)=v(G) et 4(G)=4(G). 


A la limite, pour À = 0, on voit que d'(e) et L’(e) prennent la même 
valeur pour le rectangle fermé I. 

Étant égales pour tout rectangle fermé intérieur à O, ces deux 
fonctions sont égales pour tout ensemble contenu dans ©. 


B. Ceci étant, considérons une suite de polynomes P,(3:), 
P,(s),..., P,(s), ... pour laquelle le rapport © du degré a l’indice 
reste borné et supposons qu'il existe une suite équivalente £,(z), 
@,(5),..., &,(s), ... et une fonction réelle ®(z) telles que, pour 
toute suite partielle &, (3), (3), ..., @,,(3),..., l'on ait presque 
partout 


Tr I 
(1) lim log | £14, (5) | = @(=). 
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Les fonctions 4, (e) sont bornées dans leur ensemble comme = et 

n 
forment par.suite une famille normale. Soit 4,,(e) une suite partielle 
convergente vers une fonction Y(e). Le théorème du Chapitre III 
s'applique à la suite des polynomes P,,(z) : soit £)(z), (2), ..., 
Gn,(z),... l’une des suites équivalentes dont ce théorème affirme 


l'existence et D, (3) la fonction réelle associée. Si l’on pose 


il résulte de la remarque de la fin du Chapitre III que la suite V1 Om | 
a une limite x et que l’on a presque partout 


@(s)= D,(z) + logu. 


Mais, si D est un domaine borné quelconque, la fonction 
®,(3) - flogray(e)= (2) flogrdyieD) 
D D 


est harmonique à l’intérieur de D; de sorte que l’on a presque partout 
à l’intérieur de D 
frosrdy(eD)=@()+Hi(s), 
D ; 


H,(3) étant une fonction harmonique à l’intérieur de D. 
La condition que ceci ait lieu pour tout domaine borné détermine 
complètement la fonction ÿ(e). En effet, si deux fonctions d'(e) 


et v’(e) satisfont à cette condition sur un même domaine borné 
ouvert D, on a presque partout sur D 


progr dy te D) [ogray'(eD) = His), 
D D 


_ H(z) étant une fonction harmonique sur D, et par suite les fonc- 
tions Y’(e D) et Y"(eD), donc aussi p'(e) et Y’(e), sont égales pour 
tout ensemble contenu dans D. Si ceci a lieu pour tout domaine borné 


ouvert les fonctions Y'(e) et d’(e) sont égales pour tout ensemble. 
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‘ 


Il résulte de la d’une part que la suite des fonctions 4,(e) est 
convergente, d’autre part que la fonction Y(e) est déterminée par la 
connaissance de D(z). 


‘ 


. Remarques. — 1° Si l’on peut trouver une fonction Ÿ'(e) nulle sur 
tout ensemble sans point commun avec un ensemble borné E et telle 
que l’on ait presque partout 


{ logr d'L'ie) = @(z) + consl., 


cette fonction satisfait à la condition qui détermine Ÿ(e) et par suite 
on aura 


=v'(e). 


Ceci aura lieu en particulier toutes les fois que & sera borné. 

De même, si l'on peut trouver L’(e) nulle sur tout ensemble sans 
point commun avec un ensemble E ne couvrant pas tout le plan et 
telle que, ret r, désignant les distances d’un-_point variable au point 3 
et à un point z, extérieur à E, l’on ait presque partout 

f log = db(e)—=®Diz)+ const., 
E 


0 


on aura 
b(e) = p'"(e). 
Ceci aura lieu en particulier si & n'est pas dense sur tout le plan. 
2° Lorsque & est borné il résulte de la remarque de la fin du 
Chapitre IIT que, si l’on pose La(s)= un 11,,(3) de sorte que y., est le 


coefficient de s’" dans ‘%,(3), Viu JZ, a une limite uv. pour rn infini et 
l'on a presque partout 


Cu ahd! logr d'L(e) + logy. = | logrd bie) + logy, 


aly 
l'intégrale étant étendue à tout le plan. Cette condition détermine L(e) 
elu. atid l’on connait ®(z). 


3° À étant un domaine borné quelconque disjoint de E, l’expres- 


. I 
sion —log| (5), converge uniformément dans A vers la fonction 


Ë 
3 
| 
: 
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AF 


harmonique qui y est égale presque partout à D(3). En effet si Da) 
est une des suites dont le théorème du Hpspifres HI affirme l'existence 
et ®,(z) la fonction réelle associée , on sait que - — - log | @!(z) | converge 
uniformément dans A vers @,(2) qui v est Hans mais, si l’on 
pose f(s) = p,% (sz), d'après la remarque déjà citée, VAI a une 
limite w et l’on a presque partout 
D{EN=- DS) LÉ log p. 

4° St & est borné et si l’on connaît a priori K, supposé de mesure 

nulle, on voit que la condition nécessaire et suffisante pour que 


1 

: log] vei, 
5 a 5 À : 7 ee ‘ RS £ 3 . A 

att une limite à l'extérieur de E est que y [| A,,| ait une limite x et que la 

distribution des zéros des polynomes de la suite soit régulière. 7. et Ve) 

sont entiérement déterminés par la valeur de la fonction limite de 


=log|P,,( 3) « 
n 


Cette proposition contient comme cas particulier le théorème du 


Chapitre IF de la première partie. 
De même st l’on connait a priort E, de mesure nulle mais non néces- 
Pn 


satrement borné; et st Pon est assuré que le rapport — reste borné, la 


aes 


MA a - 2 1 
condition nécessaire et suffisante pour que — log | ou z, est un 


nso) 

point quelconque extérieur à i — converge à l'extérieur de Kest que la 

distribution des zéros des polynomes de la suite soit régulière. La fonc- 

tion die) est bien déterminée par la connaissance de la fonction limite 
i 

P,(s) 


1 
de = log ae ae 
Tee PSA Ew. 


Applications. — Les résultats qui precédent permettent de déduire 
étude de la distribution des zéros d’une suite de polynomes de celle 


des limites de log|P,(z); ou Jah Seo ae 


Un premier exemple est fournt par les suites de polvnomes que 


1e*x 
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nous avons étudiées à la fin du Chapitre III de la première Partie. 
Nous allons en donner quelques autres. 


1. On a vu au Chapitre précédent que, si une suite de polynomes a 
ses zéros distribués régulièrement et s’il n’existe aucune région où 
l'on ait ®(z)= const., l'expression 


P, (4) 


1 1 
~ log LE. (2)! = los 
n D | n n D 


n 


converge al’extérieur de E vers (=z), sauf peut-être sur un ensemble 
dénombrable. Il résulte de là que, st de plus E est de mesure nulle, la 
suite des polynomes dérivés P',(z) a aussi ses zéros distribués réguliè- 
rement et la fonction Ÿ(e) correspondante est la même que pour P,(z). 


2. Comme autre exemple retrouvons le théorème de Carlson sur les 
zéros des polynomes sections d’une série de Taylor ('). 
Soit la série 1+ a,3-+...+ a,2"+...,derayon de convergence 1. 


Posons 
P,(s) ==1+ Qs +... + an. 


On sait que, si la suite n, est telle que l’on puisse lui associer la 
suite n, satisfaisant à 


= ni, 
nny fim —"=1, lim An! | —1, 
? 
K= n | k 
k 


expression log P,,(3)| converge vers o pour |3|<1 et vers log| 3, 
pour|s| >1, sauf peut-être sur un ensemble de capacité nulle done 
de mesure nulle. 

On déduit de là que les zéros des polynomes P,(3) ont une 


. . : ‘ +. - : 2 , a > a 
distribution régulière. On voit que U(e) est égale à ==’ « désignant la 


mesure linéaire de l’ensemble des points de e appartenant au 


cercle 3|=1); car si l’on prend L'(e) = = 
y(13| prend Y'(e)= — ona 
i si |s| <4 
logrdy'(e)= a balks 
/ and Yke) loz|s|] si [s|]>1. 


= 


(1) CR. Ac. Se., t. 178, 1924, p. 1675-1680. 
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3. Considérons encore les polynomes définis par la relation 


1 


POSER ee pt alpha Pal) 


On voit immédiatement par la méthode de Darboux (') que, siz est 
extérieur à la lemniscate | 3? —1|—=1, (/| P,(z)| tend vers V|3?—1| et 


. I I - : y > 

par suite —log|P,,(s)| tend vers =log|3?— 1}, et, si z est intérieur à 
. CPE REG EE 

cette lemniscate, ¥|P,(=)| tend vers 1 et ~ log P,(3). tend vers o. 


Il en résulte que la distribution des zéros des polynomes de la suite 
est régulière. La fonction ®(z) étant harmonique quand = n’est pas sur 
la lemniscate =?—1|=1, la fonction Ÿ(e) est nulle pour tout 
ensemble sans point commun avec cette lemniscate. Sur la lem- 
niscate sa valeur correspond à une distribution de masses donnant 
un potentiel nul à l’intérieur. Si l'on veut, le résultat se traduit de la 
facon suivante : 

Siz, et z, sont deux points de la courbe pris sur une même boucle. 
lorsque » tend vers l'infini, la proportion de zéros de P,(3) compris 
entre les normales en z, et 3, et deux ares parallèles à la courbe et 


; ; qian a Por P 4 
tracés de part et d'autre a pour limite —, x désignant l'angle des bis- 


sectrices intérieures des rayons vecteurs issus des points —1 et +1 
en z, et s,. La proportion de zéros contenus dans un domaine disjoint 
de la courbe | s?—1| = 1 tend vers o. 

D'ailleurs l'application de la méthode de Darboux montre que 
l'argument de P,(3) ne change pas, dès que 7 est assez grand, si = 
; décrit une courbe intérieure à la lemniscate, et augmente de 2n7z s'il 
…._ décrit une courbe entourant celle-ci; de sorte que tous les zéros 
4 de P,(z) s'accumulent au voisinage de cette lemniscate. 
| D'une façon générale, si une suite de polynomes est définie par une 
. fonction génératrice G(z, ¢) qui a des points singuliers indépendants 
; de z et d’autres qui dépendent de 3, l'expression VIP,(z)! aura une 
limite constante dans la région où le module des points singuliers 


(1) Sur L'approsimution «des fonctions de très grands nombres (Journal de Liauville, 
3e série, t. 4, 1878. p. 5-56 et 375-416.) 
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dépendant de s est supérieur au plus petit module des autres, et une 
limite fonction harmonique de 3 dans chaque région où l’un des points 
singuliers dépendant de 3 sera le point singulier de plus petit module. 
La distribution des zéros sera donc régulière et il y aura accumu- 
lation de zéros au voisinage des courbes sur lesquelles deux points 
singuliers auront même module. 


4. Considérons enfin des polvnomes liés par une relation de récur- 
rence de Poincaré 


(Ded, er en Bate 05e + Qa Phebe). On Pal sree, 


où Q; est un polynome en = de degré #— 1 dont les coefficients 


, 0, O be 4h 
dépendent de n, les rapports =, © to ayant des limites A,, 


On Oe OR 
A,,..., Ay, qui sont naturellement aussi des polynomes en =. 

Si pouri=0,1,2,...,4—1, P;(5)est de degré cau plus, P,(:) est 
de degré n au plus. De plus on sait qu’en tout point où l'équation 


NE eA WPS ER RE a ieee mec 


a toutes ses racines simples et de module différent, et par suite presque 


oP (Seg £ : 
partout. le rapport =— tend vers une des racines de cette équa- 
Hour 
, ae Pris (4) | 
lion, ‘en général la plus grande en module. Le rapport OT et 
ne 


: , . a re : 
par suite Pexpression y !P,(3): tendent done vers le module de cette 
racine. 

; ‘ rey eee . 0 
L expression y Pp (=), étant convergente presque partout, la distri- 
bution des zéros des polynomes P,(2) est régulière. 


Remarque. — Nous avons deja observé que nos théorèmes 
s'appliquent aussi bien si l'indice x ne prend pas toutes les valeurs 
entières: Cela revient à dire que l'on peut prendre pour valeurs de 
l’entier n une fonction queleonque croissante du rang & de chaque 
polynome dans la suite. On pourrait aussi remplacer partout l'indice n 
par une fonction quelconque »(/) croissant indéfiniment avec # et non 
nécessairement égale à un nombre entier. On définirait la fonc- 
tion te) comme égale au quotient par v(4) du nombre de zéros de 


p. 
4 
F 
| 


=.” 
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etd 


{ chaque polynome appartenant à l'ensemble e: on supposerait que le 
rapport du degré à »(#) reste borné; et l'on dirait que la distribution 


des zéros est ue lorsque la suite Le) est convergente. 
Toute suite avant ses zéros distribués régulièrement avec une fonc- 
tion Y(#Æ) donnee jouit de la même propriété avec toute fonction Y'(#) 


WLR). a. ve 
telle que - ait une limite finie et non nulle. 


v(Æ) 

On se rend compte aisement que les théorémes des Chapitres I, HE, 
V, Vi restent vrais quelle que soit la fonetion »( 4). 

Les résultats concernant les séries Xa,,P,,() sont conservés pourvu 


ees ; ae. ose 
que q<t entraine la conve rgence de dq". 
k 
Nous n’avons pas adopté dans notre exposé ce point de vue général 
parce que dans toutes les applications » était égal au rang du poly- 
nome dans la suite donnée ou dans une autre d’où celle-ci était extraite. 
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SUR LES 


ESPACES UNIFORMES COMPLETS 


Par J. DIEUDONNE. 


1. Préliminaires. — Les notions et résultats essentiels, dont il est 
fait usage dans ce travail, proviennent pour la plupart du mémoire 
de A. Weil sur les espaces uni formes (') et des notes de H. Cartan sur 
les filtres (?); nous commencerons par les rappeler brièvement, en 
les complétant sur quelques points et en renvoyant, pour les démons- 
trations, aux ouvrages précités (*). 

- Une structure topologique, ou plus brièvement une topologie, sur un 

ensemble E, est définie par la donnée d’une famille © de sous- 
ensembles de E satisfaisant aux axiomes des ensembles ouverts (*}, et 
qui sont dits ensembles ouverts de cette topologie. Si & et &’ sont deux 
topologies sur un même ensemble E, définies respectivement par les 
familles d’ensembles ouverts © et ©’, ©’ est dite plus fine que & 
si OC ©’; il revient au même de dire que tout voisinage d’un point 
quelconque de E, dans la topologie ®, est encore un voisinage de ce 
point dans la topologie &’. | 

Une structure uniforme, sur un ensemble E, est définie par la donnée 
d’un filtre & sur E x E, satisfaisant aux axiomes : 


U,. L’intersection des ensembles de & est la diagonale A. 


(4) A. Wen, Act. scient. et tndustr., n° 551, Paris, 1937. 
(2) H. Cartan, C. R. Acad. Sc., L. 205, 1937, p. 595 et 775. 
(*) On trouvera un exposé didactique et détaillé de ces questions dans la partie du 
Traité d'Anualyse de N. Bourbaki consacrée à la Topologic générale, qui paraitra prochai- 
nement. La terminologie et les notations utilisées ici s’apparentent à celles de cet Ouvrage. 
(+) A. Wei, loc. cit., p. 4. é 
Ann. Fe. Norm., (3), LVI. — Fasc. 4. 36 
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Us. Quel que soit VES, il existe WES tel que WW Y. Les 
ensembles de & sont dits entourages de la structure uniforme définie 
par &. Si UW et U sont deux structures uniformes sur un même 
ensemble E, définies respectivement par les filtres d’entourages & 
et &, W est dite plus fine que U si S&C &, c'est-à-dire si tout 
entourage de VU est encore un entourage de ‘U'. 

D'une structure uniforme ‘U sur un ensemble E, on déduit une 
structure topologique, en prenant pour voisinages d’un point x les 
ensembles V(æ), où V parcourt le filtre des entourages de AL. On dit 
aussi que est compatible avec une topologie & sur E si & est iden- 
tique à la topologie déduite de AL. Des structures uniformes distinctes 
peuvent être compatibles avec la méme topologie; c’est là un fait qui 
joue un rôle essentiel dans ce qui suit. En tout cas, si U et VW’ sont 
deux structures uniformes sur E telles que W’ soit plus fine que AL, la 
topologie déduite de W’ est plus fine que celle déduite de AL (ce qui 
n’exclut naturellement pas qu’elle puisse lui être identique). 

On appelle pseudo-métrique sur un ensemble E une fonction nume- 
rique /(x,y) définie sur E<E, et satisfaisant aux conditions 
S20 7)20, {CE YS f(a, 5) + /(y, =), et /(æx, æ)—0; on en tire 
Sa, y) = /(7, ©); il west pas exclu que /(2,y)=o pour des 
couples (x, y) tels quex+~y; on dit que / est une métrique lorsque 
ce fait ne peut se produire. 

Soit alors ® une famille quelconque (finie ou non) de pseudo- 
métriques /;(x, y) sur E; pour tout système d’un nombre /int 
d'indices ¢.(4= 1, 2, ...,n) et tout système de » nombres a, > 0, 
considérons l'ensemble des couples (x, y) satisfaisant aux n inégalités 
Si (%,Y)Ca,3 on vérifie sans peine que la famille de ces ensembles 
(pour tous les choix possibles du nombre n, des indices & et des 
nombres 4,,) forme la base d’un filtre d’entourages, pourvu que la 
condition suivante soit réalisée : quel que soit le couple (æ, y) tel 
que æ y, il existe un indice ¢ tel que f(x, y) 0. Ainsi, toute 
famille D de pseudo-métriques satisfaisant à cette condition définit 
une structure uniforme ‘ sur E; si ® est une seconde famille de 
pseudo-métriques telle que ® ©’, il est clair que ®’ définit une 
structure uniforme ‘L' plus fine que A. 

L'importance de ce mode de définition provient du fait que toute 
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structure uniforme peut être obtenue de cette manière ('); on déduit 
aisément de ce théorème que, pour qu’il existe une structure uniforme 
compatible avec la topologie d’un espace E (ce qu’on exprime encore 
en disant que E est uniformisable), il faut et il suffit que E soit un 
espace de Hausdorff et que la condition suivante soit vérifiée : quel 
que soit æ € E, et quel que soit le voisinage V de +, il existe une fonc- 
tion 4 valeurs réelles comprises entre o et 1, définie et continue dans E, 
prenant la valeur o en x, et la valeur 1 en dehors de V. 

Remarquons encore que, si une structure uniforme VU est définie 
sur un ensemble E par une famille ® de pseudo-métriques, toute 
pseudo-métrique /j(z, y) de la famille ® est continue (et même 
uniformément continue) sur E x E. Inversement, si E est muni d’une 
topologie &, et si on y définit une structure uniforme U par une 
famille ® de pseudo-métriques continues sur E >< E (relativement à la 
topologie &), & est plus fine que la topelogie déduite de U. Si E est 
ur formisable, et si ®, est la famille de toutes les pseudo-métriques 
continues sur E XE, ®, définit une structure uniforme AL, compa- 
tible avec la topologie de E, et qui est da plus fine de toutes les struc- 
tures uniformes ayant cette propriété; on l'appelle structure universelle 
sur E, en raison de la propriété suivante : toute fonction continue 
sur E, prenant ses valeurs dans un espace uniforme E’, est uniformé- 
ment continue dans E, relativement à la structure uniforme VU, (?). 

Terminons ces généralités en rappelant ce qu’on entend par espace 
uniforme complet. E étant muni d’une structure uniforme U, un 
filtre F sur E est dit /iltre de Cauchy pour cette structure si, quel que 
soit l'entourage V de ‘U, il existe un ensemble A de # tel que 
A x AC V (ensembles «aussi petits qu'on veut»). On dit que E est 
complet si tout filtre de Cauchy sur E est convergent (relativement à la 
topologie déduite de A). Si E n’est pas complet, on démontre (*) 
qu’on peut toujours considérer E comme un sous-espace partout dense 
d’un espace complet E, défini d’une manière unique par la donnée de 
la structure uniforme de E, et qu’on appelle l’espace complété de E. 


(1) A. Wem, be. cil., p. 15. La forme sous laquelle ce résultat est présenté lei, à 
l’aide de la notion de pseudo-métrique, est due à H. Cartan. 

(*) Tbid., p. 16. 

-(3) Tbid., p. 19. 
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3, Résumé du mémoire. — A la fin de son Mémoire précité 
(loc. cit., p. 38), A. Weil s'exprime en cés termes : «... notre théorie 
conduit naturellement à se demander quels sont les espaces topolo- 
giques susceptibles d’une structure uniforme pour laquelle ils soient 
complets». Cet article est consacré à l'exposé de quelques résultats 
relatifs au problème ainsi posé. 

Au paragraphe 3 est développée une méthode permettant d'obtenirdes 
conditions suffisantes pour qu'il existe une structure d'espace complet 
compatible avec la topologie d’un espace (uniformisable) E; ces condi- 
tions sont en particulier vérifiées lorsque E est métrisable. Partant de 
ce dernier résultat, on en déduit des critères nécessaires et suffisants 
au paragraphe 4; ces critères sont malheureusement peu maniables. 

Au paragraphe 5, par une méthode analogue à celle du paragraphe 3, 
on montre qu'il existe des espaces non normaux (et a fortiori non métri- 
sables) susceptibles d’être munis d’une structure d'espace complet. 

Enfin, ces résultats seraient évidemment dénués d'intérêt si tout 
espace uniformisable pouvait être muni d’une structure d’espace 
complet; mais il n’en est rien, comme le montre l'étude (faite 
au paragraphe 6) d’un espace localement compact considéré par 
A. Tychonoff ('). 

Tout cela est évidemment loin de constituer une solution satisfai- 
sante du problème posé par A. Weil. S'il semble douteux qu’on 
puisse donner une caractérisation topologique simple des espaces 
susceptibles d’une structure d’espace complet, il subsiste néanmoins 
bien des questions intéressantes que nous n'avons pu élucider; en 
particulier, la question de savoir si tout espace normal est susceptible 
d’une telle structure, reste ouverte (?). 


3. Le point de départ des raisonnements qui vont suivre est la ! 
remarque suivante : soient ‘U et WW’ deux structures uniformes com- 
patibles avec la topologie d'un espace E, et supposons que ‘ll’ soit 
plus fine que U; dans ces conditions, tout filtre de Cauchy relative- 


(1) A. Tycnonorr, Math, Ann., L 102, 1930, p. 553. 

*) (Note ajoutée pendant la correction des épreuves). Depuis la rédaction de ce travail, 
jai pu montrer qu'il existe des espaces normaux (et même complètement normaux) 
non susceptibles Pune structure d'espace complet (C. Æ. Acad. Se., 209, 1939, p. 14). 
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ment à la structure W’ est encore un filtre de Cauchy relativement à 
la structure U; d’une manière plus imagée, on peut dire que, 
lorsqu'on remplace la structure 1 par une structure uniforme plus 
fine, on diminue le nombre des filtres de Cauchy. 

Soit alors E un espace uniformisable; par hypothèse, il existe au 
moins une structure uniforme U compatible avec la topologie de E. 
Supposons qu'avec cette structure, E ne soit pas complet, autrement 
dit qu’il existe des filtres de Cauchy (relatifs à AL) non convergents; 
si l’on peut remplacer U par une structure uniforme plus fine W, 
compatible avec la topologie de E, et telle qu'aucun des filtres de 
Cauchy non convergents de la structure U ne soit un filtre de Cauchy 
pour la structure W’, il ne restera plus, relativement à cette structure, 
que des filtres de Cauchy convergents, autrement dit, E sera complet 
lorsqu'on le munit de la structure W’. 

Pour obtenir des conditions rendant possible cette opération, 
remarquons qu'on peut toujours supposer la structure U définie par 
une famille ® de pseudo-métriques; nous chercherons à définir W’ 
par une famille ®’ de pseudo-métriques contenant ®. Pour que VU 
soit compatible avec la topologie de E, il faudra que les pseudo-métri- 
ques supplémentaires soient continues sur E >< E; mais cette condition 
sera aussi suffisante; car si elle est remplie, la topologie déduite de 
AL’ sera moins fine que celle de E, puisque les pseudo-métriques défi- 
nissant UW’ sont continues; et d’autre part, comme ‘UW’ est plus fine 
que UL, la topologie déduite de UW’ sera aussi plus fine que celle de E, 
ce qui montre qu’elle lui est identique. 

Reste à définir les pseudo-métriques de ®’—® de sorte qu’elles 
éliminent les filtres de Cauchy non convergents de la structure AL. Or, 
E, muni de la structure U, peut étre considéré comme un sous-espace 


partout dense d’un espace complet E; et tout filtre de Cauchy 5 non 
convergent sur E, est, sur E, une base de filtre qui converge vers un 
point æ, € E— E. Supposons alors qu’on puisse former, pour chaque 
point 2, € E—E, une fonction numérique /,,(v), définie et continue 
sur E, et qui tende vers + lorsque « tend vers 2, en restant 
dans E; prenons pour famille ®’ — @ la famille des pseudo-métriques 
F(a, y) =|f.,(©) —/',(y)| où à, parcourt E— E; la structure UW’ 
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définie par la famille ©’ de pseudo-métriques ainsi formée est une 
structure d'espace complet. 

En effet, soit # un filtre de Cauchy de la structure U, non conver- 
gent sur E, et convergent sur E vers un point x; si était un filtre 
de Cauchy pour la structure WU’, à tout nombre a >. correspondrait 
un ensemble A € tel que, si 2 et y sont deux points quelconques 
de A, |f.,(2)—/S.,(y)|<a. Soit s un point de A, et posons 
| /.,(3)| = 6; par hypothèse, il existe un voisinage V de x, tel qu’en 
tout point a de V{\E, /,,(@) >a+b; done V et A n'ont aucun 
point commun; mais par hypothése, V contient un ensemble BES, 
qui n’aurait donc aucun point commun avec A, contrairement au fait 
que & est un filtre. Nous aboutissons donc à une contradiction, ce 
qui démontre la proposition. ; | 

Il nous faut maintenant trouver des conditions garantissant l’exis- 
tence des fonctions /,, jouissant des propriétés précédentes. Mon- 
trons qu’on pourra trouver une telle fonction s’il existe un système 


fondamental dénombrable de voisinages de x, dans E. En effet, soient 
V, les voisinages de ce système; on peut toujours supposer que 


Vu CV, quel que soit n. Comme E est uniformisable, il existe une 
fonction g,, à valeurs réelles comprises entre o et 1, définie et 


continue sur E, égale à o en a, eta 1 en dehors de V,. La série 


D &n(~) est donc uniformément convergente sur E, et a pour somme 
an < 


n=1 


une fonction g(a) continue dans E, égale à o en aq, et diffé- 


rente de o en tout point xa»; si l’on pose f,(æ)— en tout 


I 
| SN Fr cha ha 
point de E, on obtient bien une fonction répondant aux conditions 


posées. On a donc le théorème suivant : 


S'il existe une structure uniforme ‘U compatible avec la topologie 
de E, et telle que, si E est l'espace complété de E (muni de cette struc- 
ture), tout point de E—E possède un système fondamental dénom- 
brable de voisinages, alors on peut munir E d'une structure uniforme 
d'espace complet, plus fine que UL. On peut encore dire que, dans ces 
conditions, la structure universelle sur E est une structure d’espace 
complet. 


à 
5 
+ 
4 
* 
L 2 
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On remarquera que, dans la démonstration précédente, on pourrait 
seulement supposer qu'il existe une famille dénombrable de voisi- 
nages de x, telle que l’intersection des voisinages de cette famille se 
réduise au point æ,, mais sans que cette famille soit un système 
fondamental. | 

Une première application du théorème précédent est relative au cas 
où E est un espace localement compact, dénombrable à l'infini, c’est- 
à-dire réunion dénombrable d’ensembles compacts; en adjoignant à E 
un «point à l'infini» w dont les voisinages sont les complémentaires 
des ensembles compacts de E, on obtient, d’après un théorème 
d’Alexandroff, un espace E compact, donc complet, dans lequel le 
point & possède un système fondamental dénombrable de voisinages. 
Il en résulte que E peut être muni d’une structure d'espace complet; 
on retrouve ainsi une proposition implicitement contenue dans un 
théorème de A. Weil ('). 

Un autre cas plus intéressant est celui où E est métrisable : si l’on 
munit E d’une structure d'espace métrique compatible avec sa topo- 
logie, l’espace complété E correspondant est encore un espace 
métrique, dont tout point possède donc un système fondamental 
de voisinages; le théorème ci-dessus est applicable, et montre 
qu'on peut munir tout espace métrisable d’une structure uniforme 
d'espace complet, compatible avec sa topologie. 

Il est naturel de se demander si cette structure d’espace complet 
peut être une structure d'espace métrique. Ce n’est pas toujours le cas, 
comme le montre l'exemple de l’ensemble Q des nombres rationnels, 
considéré comme un sous-espace de la droite : c’est un espace métri- 
sable qui ne peut être muni d’une structure d'espace métrique 
complet ; car, d’après un théorème de Baire, un espace métrique com- 
plet ne peut être réunion dénombrable d’ensembles partout non 
denses, ce qui est précisément le cas pour Q. 

Au contraire, nous allons voir que, sz E est un sous-espace d'un 
espace métrique complet E', tel que E' —E soit réunion d’une infinité 
dénombrable d’ensembles fermés, on peut munir E d’une structure 
d’espace métrique complet, compatible avec sa topologie. 


(el 0e. ci. p.129. 
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Nous nous appuierons sur un théorème de A. Weil, d’après lequel 
une structure uniforme dont le filtre des entourages a une base 
dénombrable est une structure d’espace métrique ('); il en résulte 
immédiatement qu’une structure uniforme définie par une famille 
dénombrable de pseudo-métriques est une structure d’espace métrique. 

Soient alors G,(n = 1,2, ...) les ensembles fermés dont la réu- 
nion forme E’ — E; d(æx, y) désignant une métrique définissant la 
structure de E’, d(a, A) la distance d’un point æ à un ensemble A, 
relativement à cette métrique, on voit immédiatement qu'on peut 
reprendre le raisonnement qui nous a conduit au théorème ci-dessus 
en définissant la structure uniforme WW’ sur E par la famille de pseudo- 
métriques ®’ composée d’une part de d(x, y), et d’autre part, des 

Ve : 1 1 
pseudo-métriques Et; N=laee — aly, Ca) ; 
dénombrable, W’ est bien une structure d'espace métrique complet. 
On peut encore dire que, dans un espace métrique complet, tout 
ensemble O; (intersection dénombrable d’ensembles ouverts) est un 
sous-espace susceptible de recevoir une structure d’espace métrique 
complet (*); l'exemple de l’ensemble des rationnels montre qu'il n’en est 
déjà plus de même pour les F, (réunions dénombrables d’ensembles 
fermés). Comme cas particuliers de cette proposition, on voit qu’on 
peut munir d’une structure d’espace métrique complet l’ensemble des 
nombres irrationnels, ou l’ensemble des nombres transcendants (con- 
sidérés comme sous-espaces de la droite) : il serait intéressant 
de démontrer directement ces résultats en utilisant les propriétés 
arithmétiques de ces deux ensembles pour former sur eux une mé- 
trique d’espace complet (*). 


comme ©’ est 


4. Nous allons maintenant élargir les résultats du paragraphe pré- 
cédent. Remarquons tout d’abord que tout produit (fini ou non) ! 
d'espaces métrisables peut être muni d’une structure uniforme d'espace 
complet, compatible avec sa topologie : il suffit de considérer la struc- 


(1) Loc. cit. p. 16. 

(2) On retrouve ainsi un théorème dû à MM. Avexanprorr (C. À. Acad. Sc., t. 178, 
1924, p. 185) et Hausporer (Fund. Math., t. 6, 1924, p. 146). 

(3) Pour l’ensemble des nombres irrotationnels, on connait une telle métrique, celle qui 
définit l« espace de dimension O » de Baire (vorr par exemple, HausporrF, Mengenlehre). 
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ture produit des structures d’espaces complets dont on peut munir 
chacun des espaces facteurs; cette structure est en effet une structure 
d'espace complet ('). Plus généralement, on peut encore munir 
d'une structure d’espace complet tout sous-espace fermé d’un produit 
quelconque d'espaces métrisables, puisque tout sous-espace fermé d’un 
espace complet est un sous-espace complet. Mais inversement, tout 
espace uniforme E est isomorphe à un sous-espace d’un produit 
d'espaces métriques (2), et si E est complet, ce sous-espace est 
nécessairement fermé. On peut donc dire qu’une condition nécessaire 
et suffisante pour qu'un espace topologique puisse être muni d'une struc- 
ture d'espace complet compatible avec sa topologie, est qu'il soit homéo- 
morphe à un sous-espace fermé d’un produit d'espaces métrisables. 

Cette condition, n'étant pas vérifiable directement lorsqu'on se 
donne la topologie d’un espace d’une manière quelconque (autrement 
qu’en le définissant comme sous-espace d’un produit d’espaces 
métrisables), est fort peu maniable. Nous allons en donner une autre 
équivalente, qui l’est peut-être un peu plus, et qu’on obtient par un 
raisonnement voisin du précédent. 

Soit E un espace uniformisable, et munissons-le de sa structure 
universelle U,, définie par la famille ®, de toutes les pseudo- 
métriques f,(x, y) continues sur E>< E; nous allons montrer que E 
est un espace uniforme isomorphe à un sous-espace d’un produit 
d'espaces métriques, par une autre méthode que celle de A. Weil. 
La relation d'équivalence /,(æ, y) =o définit un partage de E en 
classes X,, deux points æ, y appartenant à une mème classe quand 
fa(æ, y) = 0: les classes X, sont des ensembles fermés, en vertu de 
la continuité de /.. De plus, sur l’ensemble E, des classes X,, la fonc- 
tion d,(X,, Y,), égale à la valeur de fa(æ, y) pour des points x€X,, 
y €Y,, est une métrique, définissant donc sur E, une structure d'espace 
métrique (c’est de cette manière qu’on définit l’espace L° à partir 
de l’ensemble des fonctions de carré sommable). Considérons alors 
le produit F—IIE, des espaces métriques E,; si X,(æ) désigne la 

x 


(1) Ce résultat découle aisément des définitions; on en trouvera une démonstration 
dans le Traité de N. Bourbaki. 
(2) A. WEIL, loc, cit, p. 15. | 
Ann. Ee. Norm., (3), LVI. — Fasc. 4. a 


286 ' J. DIEUDONNÉ. 


classe d'indice x qui contient le point 2 €E, faisons correspondre à 
ax le point a =(X,(a)) de coordonnées X,(æ) dans le produit F. 
Comme, lorsque x+y, il existe un « tel que f(x, y) 0, la corres- 
pondance précédente applique biunivoquement E sur une partie E’ de F; 
de plus, cette correspondance est un zsomorphisme des structures 
uniformes de E et EB’; car un entourage de la structure de E’ (induite 
par la structure uniforme de F) contient l’ensemble des couples 
(x',y')où + URI — (X,(y));, tels que d,[X, (x), X,(v) |<, 
pour un nombre fini d’indices « et de nombres a, > 0; il correspond 
donc à l’ensemble des couples (a, y) de Etels que /.(2, y) <a, pour 
les mémes indices, et ces ensembles constituent une base du filtre 
d’entourages de E. 

Cela étant, si E est susceptible d’être muni d’une structure d’espace 
complet, il est complet quand on le munit de la structure ‘1L,; il en 
est de même de E’, qui est donc fermé dans F. Mais inversement, si E’ 
est fermé dans F, on peut le munir d’une structure d’espace complet, 


d'après le critère donné ci-dessus (cette structure est d’ailleurs plus 
fine que la structure induite sur E’ par celle de F, done elle est iden- 
tique à cette structure induite puisque cette dernière est la structure 
universelle sur E). 

Mais nous allons pouvoir transformer cette condition, en écrivant 
que le complémentaire de E dans F est ouvert. Il est clair que la con- 
dition nécessaire et suffisante pour qu’un point (X,) de F appartienne 
à E’est que l'intersection des ensembles X, dans E ne soit pas vide; 
autrement dit, un point (X,) de F — E est caractérisé par la condition 
que (\X, soitride. Or, un voisinage d'un point X,€E, contient 
l'ensemble des classes d'équivalence Y, des points y CE tels que 
Jr, y)<a où a>o et xEX,; appelons V(X,, a) l’ensemble des 
points y satisfaisant à cette condition. Si l’on se rappelle qu’un 
voisinage d'un point (X,) de F est le produit de voisinages d’un 
nombre fini de X, et des E, correspondant aux indices restants, il 
résulte de ce qui précède qu’en exprimant qu'un voisinage d’un point 
de F — E’ ne contient aucun point de E’, on obtient le critère suivant : 


Pour que la structure universelle de l’espace uni formisable E soit une 
structure d'espace complet, il faut et il suffit que, chaque fois qu'on 


LS e AL ee) oO à | 
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.Prend pour chaque « un X, de sorte que ( \X, soit vide, on puisse déter- 


a 
miner un nombre fini d'indices x; et un nombre a> o tels que l’inter- 
section des ensembles V(X,,, a) soit vide. 


On notera une certaine analogie entre cette condition et l’axiome 
des espaces compacts « de toute famille d’ensembles fermés dont 
l'intersection est vide, on peut extraire une famille finie dont l’inter- 
section soit vide »; et il serait effectivement facile de démontrer que 
cette condition est une conséquence de l’axiome des espaces compacts, 
retrouvant ainsi le théorème connu (‘) que la structure uniforme 
unique d’un espace compact est une structure d'espace complet. 

D'autre part, si l’on modifie l'énoncé de ce critère, en ne consi- 
dérant que les X, correspondant à des pseudo-métriques /, définissant 
une structure uniforme compatible avec la topologie de E, mais moins 
fine que la structure universelle, on obtient une condition suffisante 
pour que E puisse être muni d’une structure d’espace complet, comme 
il résulte de la démonstration donnée ci-dessus. 


5. On peut parfois appliquer la méthode de « raffinement » de la 
structure uniforme, exposée au paragraphe 3, sans passer par l’inter- 
médiaire de l’espace complété; c’est ce que nous allons montrer sur un 
exemple d'espace uniformisable non normal, dont la définition est due 
à MM. Niemytzki et van Dantzig. Soit E l’ensemble des points du plan 
formé du cercle de centre O et de rayon 1, circonférence C comprise; 
pour chaque point x, de C, définissons dans E une fonction numé- 
rique /,, de la manière suivante : /,, (2) —0, et pour touta > med) 
est le rayon de la circonférence passant par æ et tangente à C en 2». 
La famille ® de pseudo-métriques formée de la distance eucli- 
dienne d(x, y) et des fonctions F,.(x, y) = CT) — So(7)| pour 
tous les points x de C, définit sur E une structure uniforme ‘1; 
nous prendrons sur E la topologie déduite de cette structure. U n'est 
pas une structure d'espace complet, car une suite (æ,) de points situés 
sur une circonférence tangente à C en un point a, et dont la distance 


Seip See i na Re a 
(1) A. WEIL, loc. cit., p. 18. 
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euclidienne à x, tend vers zéro, est une suite de Cauchy non conver- 
gente relativement à cette structure. 

Nous allons former une structure d’espace complet UL' plus fine 
que U, et compatible avec la topologie de E. A cet effet, considérons 
un point quelconque x, de C, et deux circonférences C’, C”, tangentes 
aC en x, de rayons respectifs 7’, 7” tels que, r’<r’ <1. On voit aisé- 
ment qu’on peut former une fonction g(a, 7’, 7”; x) définie dans E, 
continue relativement à la topologie de cet espace, et possédant les 
propriétés suivantes : 1° g(a, r', 7"; æ)= f,(a) en tout point æ 
tel que o<f,(æ)<r'; 2° en tout point æ tel que r£f, (x), 


LES TT: Dial tr at our, est le rayon du cercle orthogonal a C 


passant par a, et x (par une inversion de pôle z,, cela revient à trouver 
une fonction /(€, 4) continue au sens de la topologie euclidienne dans 
le demi-plan n2o, et telle que /(&,4)=1+|§| pour o£n<a, 


en fe, ny - pour 726, oho Ca<b). 
Définissons alors la structure ‘1’ par la famille ®’ de pseudo- 
métriques formée de ® et des fonctions 


G(x, r, 12 zy x) eS | 8 (2%, rs io r) — 8(%o, Lu rs 2) 


pour tous les systèmes x,, r', r” satisfaisant aux conditions précédentes. 
Soit & un filtre de Cauchy pour la structure 1’; c’est aussi un filtre 
de Cauchy pour la structure euclidienne, donc il converge au sens de 
la topologie euclidienne vers un point 3 de E. Si s n’est pas sur C, æ 
converge aussi vers 3 au sens de la topologie de E, puisque les 
voisinages de 3 dans cette topologie sont identiques aux voisinages 
euclidiens. Supposons maintenant que 3 soit un point de C, et que F 
ne converge pas vers = au sens de la topologie de E; il existe donc un 
nombre r’>o et un ensemble A de & tel que A n’ait aucun point 
commun avec le cercle C’ de rayon 7", tangentens aC. & étant un 


filtre de Cauchy, il existe un ensemble B de &, tel que, pour tout , 


couple (x, y) de points de B, | g(s, 7, r'; x) — g(s, r', r'; y)| <1. 
A ( \B n’est pas vide; soit u un point de cet ensemble (nécessairement 
distinct de 3) et posons g(z,7’,r’; uv) = a; on aura donc pour tout point 


æ de A(\B, g(s, 1, r'; æ)<a+1, autrement dit r, > 23 ce qui 
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entraine immédiatement que la distance euclidienne de za l’ensemble 
A{ \B est un nombre ¢ >o. Or, A/°\B est un ensemble de &, et le 


(0) ’ 
cercle de centre = et de rayon , Contient un ensemble K de & par 


hypothèse; A/\ Bet K n'auraient dont aucun point commun, contraire- 
ment à l'hypothèse que & est un filtre. Il est donc bien établi que tout 
filtre de Cauchy relatif à la structure AL’ est convergent, c’est-à-dire 
que ‘UW’ est une structure d’espace complet. 

L'intérêt de cet exemple est qu’il montre qu’en tout cas, le fait : 
qu'un espace soit normal n’est pas une condition nécessaire pour 
qu'on puisse le munir d’une structure d’espace complet ('). 


6. L'espace de Tychonoff. — Nous allons étudier les structures uni- 
formes compatibles avec la topologie d’un espace localement compact 
et non normal, considéré par A. Tychonoff (?), et dont la définition 
est la suivante : 


Sur un ensemble bien ordonné KE, si l'on prend comme système 
fondamental de voisinages d’un point x les intervalles [y, x | (c’est- 
a-dire l’ensemble des z tels que y<z<x), y parcourant l’ensemble des 
points < x, on obtient, comme on le voit sans peine, une topologie 
d'espace de Hausdorff. De plus, si E admet un plus grand élément, 
c'est un espace compact avec cette topologie (car l’ensemble des points 
de E qu'on peut recouvrir par un nombre fini de-voisinages, extraits 
d’une famille qui contient un voisinage au moins de chacun des points 
de E, contient le plus grand élément de E, et ne peut avoir de plus 
petit élément distinct du plus petit élément de E). 

Soit alors A l’ensemble bien ordonné formé des ordinaux de pre- 
mière et de deuxième classe, et du plus petit ordinal de troisième 
classe Q; soit de mème B l’ensemble formé des entiers (ordinaux de 
première classe) et du plus petit ordinal de deuxième classe 6; 
munissons À et B de la topologie qui vient d’être définie, et consi- 


(1) (Note ajoutée pendant Ja correction des épreuves). Depuis la rédaction de ce 
travail, j'ai pu montrer, plus généralement, que tout espace topologique dont la topologie 
; itt 5 3 QT j ? à D VE Yoonuee 

est plus fine qu'une topologie métrisuble, est susceptible dune structure despie 


complet (C. &. -/ead. Sc., t. 209, 1959, p- 666). 
(2) A. Tycnonorr, Muth. .fnn., t. 102, 1930, p. 533. 
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dérons l'espace produit A >< B; il est compact. Si l’on en enlève le 
point (Q, w), il reste un espace localement compact T qui est l’espace 
de Tychonoff. 

Cela étant, la famille des complémentaires des ensembles relativement 
ares un /îltre & sur T, dont une base estformée parles ensembles 

lun définis pour tout entier » et tout ordinal «<Q, de la manière 
suivante : 1,, est l’ensemble des points (a, y) de T tels que æ ><, 
y > n. Nous allons montrer que, pour toute structure uniforme com- 
patible avec la topologie de T, & est un filtre de Cauchy; comme ce 
filtre n’est évidemment pas convergent (T étant localement compact), 
il en résultera d’abord que T ne peut être muni d’une structure uni- 
forme d'espace complet compatible avec sa topologie. 

Pour cela, considérons une pseudo-métrique continue quelconque 
F(u, ¢) sur T; donnons à w la valeur fixe u, —(Q, 7), où n est un 
entier quelconque, et à les valeurs (a, 7), « parcourant A; comme 
F(uo, ¢) est continue en ¢, et nulle pour 6 — 4,, sa valeur tend vers o 
lorsque « tend vers Q dans A; autrement dit, l’ensemble H,, des «tels 


que F[ uy, (a, n)|< = est un voisinage de Q dans A; par suite, son 


complémentaire K,, est dénombrable; comme l’ensemble des « tels 
que F[u ,(a,n)|=o est le complémentaire de la réunion des 
K,,(m=1, 2,...) et que A n’est pas dénombrable, on voit 
qu'il existe un crane! de deuxième classe a, tel que, pour tout 
a > a, Fluo, (a, n)]—0o. L’intervalle [ 1, «,] étant dénombrable, il 
existe donc un ordinal à, << Q tel que a, < «, quel que soit n; donc 
F[(Q, n), (a, n)] =o quel que soit «>a, et quel que soit n; d’après 
l'inégalité du triangle, il en résulte que, quels que soient l’entier x et 
les ordinaux a, 3 tels que a>, B >a, F[(a, n), (B,n)|—o. 


D'après la même inégalité, on a 
F[(z ), (S,m)] SF (Car, 0), (a, #)] + F[(a, x), (8. n)] + FI(6, ©), (6, »)| 
= F(a, 6), (a, n)] + PICS, »), (B, »)] 


à f . Ore . . 
pour % > do, 3 > &. Or, en vertu de la continuité de F, il existe un 
entier no tel que, pourn >n,, 


F |(a, &), (a, ny) << 
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Me. et 
2 F[(B, w), (6, ny] <=; 


| donc 
Fi(a, w), (6, w)] <a, 


- et comme € est arbitraire, F[(a, w), (8, w)|— 0 quels que soient 
> «~>%,8>a,. Et finalement, pour tout couple de points de l’en- 
- semble I,,,,, on a F(u, e)< 2, ce qui montre bien que & est un filtre 
de Cauchy pour toute structure uniforme compatible avec la topologie 
de T, puisqu’une telle structure est définie par des pseudo-métriques 
continues. 

Ce résultat va nous permettre en outre de montrer qu'il n’y a qu'une 
seule structure uniforme compatible avec la topologie de T. Soient 


en effet U une telle structure, T l’espace complété de T relativement 


à cette structure; à tout point de T — T correspond au moins un ultra- 
filtre sur T qui converge vers ce point. Or, soit G un ultrafiltre quel- 
conque sur T; s’il contient au moins un ensemble compact C, sa trace 
sur C (c’est-à-dire la famille des intersections des ensembles de G 
avec C) est un ultrafiltre sur C, donc convergent vers un point de €, 
d’après la compacité de C; si au contraire G ne contient aucun 
ensemble compact, il contient tous les complémentaires des ensembles 
compacts, donc est plus fin que %, et par suite converge vers le même 
point de T—T que F. Ces remarques montrent immédiatement 
que T — T se compose d'un seul point, et que tout ultrafiltre sur T est 
convergent, donc que T est compact. Or, d’après le théorème 
d’Alexandroff, il n’y a qu’une manière d’adjoindre un point à un 
espace localement compact de façon à le rendre compact et, d’autre 
part, il n’existe qu’une seule structure uniforme compatible avec la 
topologie d'un espace compact; il en résulte immédiatement l’unicite 
annoncée de la structure uniforme de T, et lon voit que cette 
propriété n’est pas caractéristique des espaces compacts. 
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ROTATIONS BAROTROPES 


DANS UN 


ASTRE FLUIDE DONT LA STRATIFICATION EST ELLIPSOIDALE 
EN SECONDE APPROXIMATION 


Par Pierre DIVE, 


Professeur à la Faculté des Sciences de Clermont-Ferrand. 


Les travaux de QO. Callandreau et de G. H. Darwin, ainsi que les 
études approfondies plus récentes de M. Rolin Wavre, prouvent 
qu’une rotation en bloc est impossible, en seconde approximation, 
dans un astre fluide stratifié en surfaces d’égale densité ellipsoi- 
dales (‘). Le premier, Callandreau donna le sens de la déformation 
qu’il faut imposer à ces surfaces pour réaliser l'équilibre relatif 
de l’astre. 

Lorsque cet état de rotation existe, les surfaces à densité constante 
et les surfaces à pression constante coincident. La densité est une 
fonction univoqgue de la pression; mais plusieurs valeurs de la pression 
peuvent correspondre à une même valeur de la densité (*). Quoi qu’il 
en soit, dans une rotation en bloc le champ de la pesanteur (résultante 


(1) Une relation est dite de seconde approximation lorsque, dans son développement, 
on néglige les termes dont l’ordre surpasse celui de la quatrième puissance de la vitesse 
angulaire w ou, ce qui revient au même, celui de la quatrième puissance de Pellipuicité 
maxima des surfaces d’égale densité, assimilée, comme w, à une quantité infiniment petite. 

(2) Une relation biunivoque entre la densité et la pression serait‘oblenue, par exemple, 
dans le cas d’un fluide compressible, chimiquement homogène, doué d’une équation carac- 
téristique et dont la température serait constante. 
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de l'attraction et de la force centrifuge) est orthogonal à la famille des 
surfaces à pression et à densité constantes. 

La réciproque n’est pas vraie : la coïncidence des surfaces d’égale 
densité et des surfaces d’égale pression n'implique pas la rotation en 
bloc, elle permet ainsi que l’a rappelé M. Wavre, l'existence de mou- 
vements relatifs intérieurs dans lesquels les surfaces d’égale vitesse 
angulaire (w — constante) sont des cylindres de révolution autour de 
l'axe de rotation ('). Nous dirons que ces rotations sont barotropes. 

On sait qu’elles sont impossibles dans un astre dont les surfaces 
d’égale densité sont rigoureusement ellipsoidales (?). Mais on ne peut 
rien dire, a priort, sur l'existence de rotations barotropes dans des 
masses stratifiées en couches ellipsoidales en seconde approximation. 

Nous allons démontrer la possibilité de ces rotations et établir, en 
même temps, que toutes les stratifications qui leur correspondent sont 
données par une double infinité de fonctions t($; h,, K) exprimant 
les variations de l’aplatissement des couches et par une triple 
infinité de fonctions 0(8; À,, A;, k,) exprimant les variations de leur 
densité (*). 


1. La condition nécessaire et suffisante de barotropie. — Nous avons 
établi, dans notre thèse (*), que les surfaces d’égale densité doivent 
être de révolution autour de l’axe de rotation Os. Dans un plan méri- 


(1) Cf. Il. Poincaré, Théorie des tourbillons, 1893, p. 178 et R. Wavre, Figures pla- 
nélaires et géodéste, 1932, p. 33. 

(2) Cf. P. Dive, Rotations internes des astres fluides, Dunod, édit., Paris, 1930, p. 50, 
el R. Wavre, Sur une méthode de M. Volterra et un théorème de Dive relatif aux 
masses fluides (C. R. Acad. Sc., Paris, t. 207, 1938, p. 462). 

(3) Nous nous trouvons done en contradiction à la fois avec la thèse de M. Véronnet 
| Rotation de Vellipsoide hétérogène et figure exacte de la Terre, (Journal de Muthéma- 
liques pures et appliquées, 1912)] qui postule l'existence de rotations barotropes, en toute 
rigueur cl en deuxième approximation, dans des stratifications ellipsoïdales quelconques, 
el avec le fascicule 2 du tome 4 du Traité de Mécanique rationnelle de Paul Appell, où 
l’auteur, M. Véronnet encore, prétend démontrer, contrairement aux résultats de sa propre 
thèse, l'impossibilité des rotations barotropes dans les stratifications rigoureusement 
cllipsoidales, mais à partir d'une formule exprimant, en deuxième approximation, le carré 
de la vitesse angulaire (Voir p. 207 et 208). La démonstration de M. Véronnet comporte 
plusieurs erreurs; il est inexact, par exemple, que le premier membre de la formule (50) 
(§ 156, p. 208) soit un zéro d’ordre 3. 

(+) Rotations internes des astres fluides, loc. cit, p. 6. 
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dien (adoptons yo), il est alors commode de définir la position 
d'un élément par le demi-petit axe 8 de l’ellipse (B), à densité 
constante ¢, sur laquelle il se trouve, et par le carré x? de sa 
distance à l'axe Oz. 

Considérons la composante Z de l’attraction newtonienne suivant Oz, 
et introduisons la fonction 

Z 

Nis, == 

(1) (D 4°) qn fs 

La condition nécessaire et suffisante pour que les rotations internes 
soient barotropes et que N soit de la forme ~ 


(i = ORO 710 CaaS.) 


(2) | No 


1 + pr? ; 


_où N, = N(8, ©) et vu. ne dépendent que de 3. 


La condition est nécessaire. — L’équation générale de l’hydro- 
dynamique 
1 Op _y 
0 O03 : 


peut, en effet, s’écrire 


4 ; 9 
(3) p 0 08? Fi à 


où, en posant 


(a2 
a PA ah, 
ae Lt: 
AZ 1 dt? 
(4) © de (14) ds 


caractérise la variation de l’aplatissement 7(), rapport du demi-axe 
focal y au demi-petit axe f, et ne dépend que de 3. Et, en remplaçant 
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dans eV = par son expression ci-dessus, il vient 


1 Op dp 
a 0 Op Op? op? : 
N=— ; 
anf 1+ pz 
ou, en observant que 
N LME er DIR 
"=~ Tay p de WBF 


est, lorsque la densité ne dépend que de la pression [pe = f(p)], une 
fonction de B seul donnant la valeur de N sur Os, 


No 
re I+ pa 
La condition est suffisante. — Réciproquement, si N est de la forme 
précédente, |’équation (3), qui doit être satisfaite dans tout état de 
rotation permanente, donne 


Sh = — 27 /No(B) (8). 


Il en résulte que p est la somme d’une fonction de $8 seul et d’une 
fonction de x? seul: p=(8)-+ (x). Mais, sur la couche superfi- 
cielle (3,.) [ désignée aussi par (b.)|, la pression est, par hypothése, 
une constante p.— Y( 3, )+4(2"), de sorte que y(2*) se réduit aussi 
à une constante. La pression p est donc bien, dans tout le domaine du 
fluide, une fonction de $ seul, ou, ce qui revient au même, de o seul : 


=J(P); 
la rotation est barotrope. 


On remarquera encore que si U(B, x*) est la fonction des forces 
d’attraction, ona 


Noe RAC PE) 
7 arf dB: 
Désignons par k=7(b) et s — = les aplatissements respectifs, 


rapports du demi-axe focal c— Y(b) aux demi-petits axes b et b’, 
d'une couche attirante (b) et de l’ellipse (6’) homofocale de (b) et 
passant au point P($, æ°); par g — p(b) la densité de (b); et affectons 
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de i indice , les quantités prises sur la surface extérieure (6,) de demi- 
petit axe b.. 


Oo a a le 4 


Lorsque la stratification est ellipsoidale dans toute la masse, on a(‘) 
3 be 
N= 1. gd[j(s — arctangs)] + i 7d [7 (A — arc tang k)] 
0 3 


ou, en intégrant par parties 
B 
(5) N = 0, J-(Te— arctangte) — je J(s — arctangs)q db 
¥ 0 


be 
—f J(k — arctang ) q db 


PU ike 0 aq 
PR ee AT db, 


La condition nécessaire et suffisante pour que la rotation soit baro- 
trope s'exprime par l’équation 
(6) (1+ pa*)N=N,; 
N ne dépend de 2” que par l’intermédiaire de s défini implicitement 


par la relation 


| A malle ares. 
(7) F(s;b,2°)=s'6 (—3)+s E pci teats ( (: =) | es 0 
NOIR RE EE 


(1) Cf. Rotations internes des astres fluides, loc. cit., p. 66. 
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déduite, par élimination de 3”, des équations des ellipses (3) et (6’) 


2 


T° 


=2 — (32 

EE dE 
‘ 

a? x Ce 

——__ sie 

CE as S” 


Or nous avons établi que la fonction s(b, 8, æ°) est Roses en 
æ* dans le domaine ouvert (I) limité par l’ellipse I de centre =, de 


sommets 2° : ees p 4 LAURE S | erate fa ). N est alors 


a, ve 


if 
holomorphe dans tout domaine fermé [I'’] (1) ouvert (*), et a for- 
tort, le long du segment [o, «*] de l’axe réel du plan des æ* imaginaires, 
de sorte que l’équation (6) peut s’écrire, en toute rigueur 


cP PN 
(8) (1+ pr?) [N+ DS me |= (p= ipa; . F0 


Elle est équivalente au système 


(a) à 971) a QU ane 
9 ; (0x1) P (de) —° 


Dans le développement de s”, par rapport à æ°, æ°/ est toujours 
associé à un facteur de l’ordre de <?”. Posons, en effet. 


=(8)— K°4(8). 


où 
RU) == K?9(b); 
== AAG 
| eed Kr°; 


K est un paramètre qui servira d’infiniment petit principal; 8 et o sont 
des fonctions demeurant finies pour toutes les valeurs de b et 3, dans 
le voisinage de | 0, 6, |, et de a*, dans le voisinage de o. 

En éliminant la solution parasite K = o, l'équation (7) s'écrit 


Fm: ie eg? | 2K 
Fie. K2,0)=¢ E K =) | 
9 €] | = 5 ho 
AUOT TRH) 00 = 0. 


— a EEE LS ee ee 


(1) C. R. Acad. Sc., Paris, t. 206, p. 987, 28 mars 1938, et Bulletin des Sciences 
mathématiques, 2° série. t. LXII, juin 1939. 
(*) Le signe ~ signifie «contenu dans ». 


v 
ça 
ge, 
à 
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La fonction  s’annule pour K = 0, 6 =o, o= (6) @ (quantité 
ie ; à PRE 
finie), tandis que sa dérivée 


OF 
CES 


est différente de zéro. Or est analytique en 5, K?, & au voisinage de 
ces Valeurs, et il résulte d’un théorème, bien connu, de la théorie des 
fonctions implicites que l'équation * =o, définit, au voisinage de 
K°—oet G = 0, une fonction o(K*, o) holomorphe en K? eto = K?2”, 
donc développable en série entière de la forme 


nm 
oo > Kat}, 


j=0 


les A; étant des fonctions bornées de K; et l’on a bien 


ESA NO Ue 
j=o 

Il s'ensuit, comme on le verra plus loin, que, dans le développe- 
ment de N, 2” est également toujours associé à un facteur de l’ordre 
de T°’. 

Pour l'étude que nous allons faire, concernant la seconde approxi- 
mation, il suffit, par conséquent. de donner à p les valeurs 1 et 2; on 
réduit ainsi le système (9) aux deux équations 


: ON = 5% 
( ] ) b- No + (au Oa 1 = 
ANR ar ON es 
(II) (ose ra den 


Ces équations ont une signification mécanique intéressante : 


Soient w?(@, x?) le carré de la vitesse angulaire d’un élément situé 
sur la surface (3) à la distance x de l'axe de rotation Oz, U(B, x*) la 
fonction des forces d'attraction mutuelle des masses; on sait que 


OÙ 
w*(B,2*)=—255 (0) 


5 à : A: LT 
(1) Rotations internes des astres fluides, pe 1, Dunod édil., Paris. 


26 
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do i LE 
06 oa \op/” 
Poe _® es À: 
OB dx?  (0r*}° \ 08 
Or, des relations (1) et (2), on tire 


aU 
8 


On en déduit que, sur l’axe Oz, les équations 


Me (Bis) 


sont identiques aux équations (1) et (II). 


d’où 


=— 4nfNB(1+ pot). 


2. Les équations en seconde approximation. — Soit K la borne 
-supérieure stricte de l’ensemble des valeurs de l’aplatissement dans 
l'intervalle [o, b,]. La loi des aplatissements sera donnée par la fonc- 
tion 9(8) telle que 

) 4 t*(B)— K*6(B) 
ou 
2—#(b)— K*6(b). 


Il s’agit de voir si les équations (I) et (II) peuvent être satisfaites, 
par un ou plusieurs systèmes de fonctions ¢() et +(B), lorsqu'on 
développe ces équations jusqu'aux termes en K*. 

Si l’on ne conservait que les termes en K?, on se trouverait dans 
le cas de première approximation; on pourrait se donner arbitraire- 
ment l’une des fonctions 0(B) ou p(B), l’autre serait déterminée par 
la célèbre équation de Clairaut. 

Supposons le problème résolu, en seconde approximation, par une 
loi des aplatissements <() à laquelle correspondrait, en première 
approximation, par l'équation de Clairaut, la loi des densités (8) ou 


4(b). Pour satisfaire aux équations de seconde approximation nous 
sommes conduit à poser 


(10) P(B)= po(B) + ZK*”,(B) 
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$ 


ou 
4 
5 g(b)=qo(b)+ EK#9,(b) 
- et, en dérivant par rapport à b, 
D G(b)= Gob) + SK 9 (D). 
: Nous poserons de méme, d’une facon générale, 
B (12) N(0, 8)= y+ EK? np, 
; Vv 
eB  {5) ee, = ny) + LK ni). 

0 


4 Développons d’abord l'expression (5) de N, en remarquant que # 
* ets sont du même ordre que K; il vient 


: B 4 A “ 
Pe 2 DAT TE LE 
NE E(i+ gs) de ar (5 5) 4a 


Puis, surOzo0ls=4& g) apres une intégration partielle, 


mopini(e—pf ots); . A (re - fav) 
“LOLLY em 
Soit 


1 pe 
ua) pae— x f wade: 


c’est la densité moyenne de la sphère de rayon 8; et 


(15) nie fea) ['()T- s(z) [ade 


Remplacons +? par K?4((), 4° par K*9(d) et utilisons les dévelop- 
pements (10) et (11), on aura 
D=D,+ K°D;, 


Ann. Fe. Norm., (3), LVI. — Fasc. 4. 39 
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= H+ KHL, 


H,=0, «His afrome-f add] 


LOT: Pons 


Il vient ainsi 


a Ly 
26 (18) N(o, B= = + (Le ae Hy, ; 
; ess a m= +-H;. 
- aig o7N : 
a : Calculons maintenant => et 7 CS 
0 Ontrede erie Pee ( 5 )deN, 
= ON oe Oe: # . ss? 8 i? ; 
non | ON ee qu dB | 
et, de l'équation (7), 
RS AE Tt s° | 
cae) i a Beate 4 
D'où, en posant 
Ë | a | à 
ft eae rer EN 
3 + | 
(22) CAIN CE af. q db. | 
OFF Te À NA =) 
> si ps {ri — mh lc cu 
fe Et, sur O3, où she, WIN. 
F ; ds? e Lrarse ; 4 
| (ary, Be | 
L 
(*) Rotations internes des ustres fluides, loc. cit., p, 61. Ù | 
| | 4 
: 
a 
* = 
‘@ 
» 


ROTATIONS BAROTROPES DANS UN ASTRE FLUIDE. 303 


f 


En développant, au moyen de cette expression, les divers facteurs 
de la fonction sous le signe somme de l'intégrale (22), on obtient 


A 


ZA 
fei. 
w. 
* 
a 
ie 
A 
7 
ï. 
2 
n- 
= 


5 x? 
55> = 5° ms gee 
0 (: x Wi mi) 
(24) w=w,| ee al Pe 
; (1 +82)? 6? 
: I 1 Moa je 
* (25) = Bt ele (OA -- 22 2 = | 
we a2 2/29 2 ee 0 = 5) 
4 Et, en substituant à W, son expression tirée de (21), 
1 (26) See ae r ee [os?— pee (352 2)] bq db 
2 DA 27 J. (1+s3)l Pe (ees a0 PUY M Sea 3 
On a, par suite, en toute rigueur, 
ON 22 3 GS. 
2 ee Dy EU) 
(27) HER Tak J50 (1-+ s2)* 1 
et 


(28) ee fe yx as [ys? — 57 + s5(3s5 + T)] q db. 
D 0 air 


te : Soe. ‘ b 
Utilisons, comme nouvelle variable d’intégration, ¢= 8) et rem- 
placons s* par K70(6)0?, q par son développement (11), et posons 


{ u=4(5)— 4(tB)e, 


79) } p= 99(28)2—59(8), w= 9(8)— 9(4B) + 29118)E 


on a, aux termes en K° pres, 


(30) oe = 28) Éudo dtl + ze Lf “ud, a [ Cuda “| ; 


Nae Kia ae 
set De GE] Curtdr 


4 9 
20% 


20 
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D'où, par identification, 


i 
I 
rae (Nees ud, dt 
HO p= 0 
ea anh ad Neo 


. 1 1 
Aves af Eu asf Cuwd, dt, 
(32) ny 2B J. fa 38 } do 
1 


1 
By 2) = (2) — Sn 
n= 0, neo, nD = a Curd, dt. 
tid | 


| Enfin, la formule de définition (4) de u. donne 


(33) | p= gli 29(8)K"]9"(8) (‘). 


On voit alors qu’aux termes en K° près les équations (1) et (II) 
s’écrivent 
(LB) k{ » + ni) )+ Kt sy ee )-+nip|=o 

2 26 0 4 28 1 0 2 ? 
(Ils) | KT TE" np) = 0. 


Dire que, pour les faibles aplatissements, la rotation est barotrope en 
seconde approximation, c'est dire que ces équations sont satis faites pour 
toute valeur positive de K* prise dans un intervalle fermé, assez petit, 
comprenant zéro. 


Les coefficients de K* et de K*, qui sont indépendants de K, doivent 
donc être tous nuls : 


O'no + 2Bni=o, 
(34) 8’ (ny — 20n)+ 2BnY—o, 
| g'n + BnY'=o. 


Explicitons les n° au moyen des formules (16), (17), (18), (29), 
(30), (31), (32), il vient le système de trois équations intégro-diffé- 
rentielles, à trois fonctions inconnues 9,(8), g,(B), 9(8), qui exprime 
Sean ARR ans he RL Re on a EE TEL 


(*) Nous désignons une dérivée par rapport à & par un point + et une dérivée par 
rapport à $ par un prime ’. 


Ss 


Pee ee Pe 


"1 
» 
a 
A 
as 
ve 
i's 
a 
LC 
A 
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la condition nécessaire et suffisante pour que le mouvement du fluide 
soit barotrope en seconde approximation. 


9’ (8) Le f'racss al 


(A) Ar i 
+3 [| 8[9(8) —9(¢8)e| go(eB) de =, 
i na 2 be : 
6 OO LI POUCES 07e] 
0 ; et ; 
—3 f e(5 — 5) 9084008) 6 ae 
dour : — 26(8) rs fenussael 
+3 [ #16(8)—0(8)e8] qu 08) de 
—3 f- &[(6)— (eB) [9(B)— 9(¢B) + 25(18)r] go(tB) de =o, 
28008) [| F10(8)—5(46)#] qu (28) de 
(C) fe 
+ f- 2[9(8) — 5(28) 4] [99(48) e— 59(B)]4u(08) de =o. 
3. Résolution du système précédent. — Nous allons montrer que la 


résolution du système d'équations intégro-différentielles (A), (B), 
(C), se ramène à des quadratures. 

Tout d’abord les équations (A) et (C) ne contiennent que les deux 
fonctions inconnues 6(8) et ¢,(%) et doivent, en principe, servir à les 
calculer. L’équation (B) contient, en plus, la fonction g, (8) qui définit 
la correction à apporter, en seconde approximation, à la densité q,(3) 
réalisant, avec la loi des aplatissements 0(B), la condition de baro- 
tropie en première approximation, 

L’équation (A) exprime, aux termes en K* près, la condition 


Ow? ube 
epee! 
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qui traduit la propriété d’invariance de la vitesse angulaire le long de 

toute parallèle à Oz (‘). C’est, sous une forme peu différente, l’équa- 

tion de Clairaut (*). ; ï. 
L’équation (C) exprime, aux termes en K° près, la condition 


9? 6? doe 
0B Our? Ne dE ‘ 


3 


En toute rigueur (*) 


à 1 Oo) — > s°(T* — s- JE D dl 5, 
(35) ars O22 aS i af (i + s°)° (st 3 + cn q ps 
en deuxième approximation 

: 8 

pO Res 
; ae = SS = b*u?q(b) db. 
(36) aap ae il b* 48 q(0) 


(C) exige donc que 


3 
(37) xf Bu q(b) db =), 
i 0 


J étant une constante indépendante de 3 et x’. On vérifiera d’ailleurs 
qu'en dérivant (37) par rapport a 3, on retrouve l’équation (C). 


Remarques. — Avant de procéder à la transformation des équations 
(A) et (C), en vue de leur résolution, faisons quelques remarques 


importantes concernant l’aplatissement et la densité au centre de 
l’astre. 


1° L'aplatissement d'aucune couche ne peut être nul: en particulier, 
au centre (0) est > 0. 

En toute rigueur, cette proposition, applicable aux rotations baro- 
clines, est la conséquence d’une discussion exposée dans nos Rotations 
internes des astres fluides (p. 57). J'en rappelle les résultats essentiels : 


(') Cf. H. Poincaré, Théorie des tourbillons, p. 178, el R. Wavre, -/rch. d. Se. Ph. 
el nat. de Genève, 5° part., vol. 8, p. 330. 

(*) Cf. P. Dive, Sur les variations de lu vitesse angulaire dans un astre fluide (C. R. 
Acal. Sc., Paris, |. 204, p. 661, février 1937). 

(3) Rotations internes, loc. cit, p. 64 et 69. 
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Le carré de la vitesse angulaire est donné par la formule 
ae > : be 
(38) “= ras f 2p'a) 
p ty ye 


he 
Go) Rs f AV, 94db— [ve sa a0. 


L'existence réelle de w* dépend donc du signe de Y(t, +). Or en 


posant 
t— arc tang 
H(e)= 9 PE. 


1 + À 


arc tang / cael 


on trouve que 
VE)"; entraine 1-+ 7 (4) 


et réciproquement. 
D'autre part, en développant H(t) suivant les puissances croissantes 
de ¢, il vient 


(40) (=: + | 


on voit que limH(t)=1 et, comme H(¢) est une fonction croissante 


L=0 ; 
de t, sa valeur est certainement >1 quand #20. Si était nul, on aurait 
alors 1+ 77SH(¢) et, dans l’expression de ’, les trois fonctions 
Thea) (5, 7), CE, )seraient négatives ou nulles; w serait ima- 
ginaire ou nul. 

Aucune couche d'égale densité ne saurait donc être sphérique sans que 
la masse entière ne soit au repos absolu dans une stratification exclust- 
vement constituée de couches sphériques ('). 

En développant l'expression (39) de Q, on reconnait que ce résultat 
s'étend aux rotations barotropes en première et en seconde approæt- 
mation. 

Établissons-le directement au moyen de l'équation (A) : Faisons 


(1) Dans sa thèse [Rotation de Vellipsoide h‘térogène, (Journ. de Math., tase. 4, 1912)}, 
M. Véronnet énonce un théorème semblable, mais seulement pour les rotations baro- 
tropes que nous savons impossibles, en toute rigueur, dans une stratification ellipsoïdale. 
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tendre B vers 0; en vertu de la continuité uniforme des quantités sous 
le signe somme, cette équation donne, à la limite, 


Do(0)8'(0) + 3(0)4u(0) f e(1— t?) dt =o. 


Si 6(0) = 0, 0’(0) =0, car, évidemment, D,(0)= q.(0) ¥ 0. 
Dérivons (A) par rapport a 8, 


Di (6)9’(B) + D,(B)9"(B) 
+3 f 4°[9'(8) — 9 (8) *] 4 (¢8) d+3 f 1°[9(8) — 9(tB)t*] got dt = 0. 


Passons à la limite pour 8 =0; on voit que les égalités (0) =o, 
0'(0) = 0, entraînent 0’(0) =o. 
Le procédé peut se répéter indéfiniment : 
Si 6(0) = 0, on a successivement 
0’(0) =0, 0"(o) =0, PE 0%) (0) — 0 
et, par suite, 0(B)= 0, du moins si l’on postule l’analyticité de cette 
fonction ('). 


2° La dérivée de la densité q,(B) par rapport à l’axe polaire 8 est 
nulle au centre. 


En effet, (35) donne, en toute rigueur sur Oz, 


1 do? un (ali h20(¢8)][0(8)— O(eB) 2}? de 
(41) D Dex = LE f RE PT ROAD 7 AIR 


Cette expression n’est finie pour =o que si g,(0)=o (*?). Et, 
dans ce cas, elle n’est indépendante de f que si ÿ,(0) 40. 


Ces remarques sont encore valables en deuxième approximation; ce 
qui est visible sur les formules (36) et (37). 


3° La dérivée de l’aplatissement x (3) = K?9(8) par rapport à l’axe 
polaire $ est nulle au centre. 


(*) Les raisonnements qui suivent prouvent que cette propriété doit appartenir aux 
intégrales 6(8), go(B), g1(B), du système des équations (A), (B), (C). 

(*) Nous exceptons toujours, évidemment, le cas des ellispsoides homofocaux, pour 
lesquels K = o. 


a a 


3 
: 
x 
#4 
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Cette propriété vraie en toute rigueur, et en première et deuxième 
approximation, s'établit de la même facon que les précédentes, au 
moyen de la formule (A) et en tenant compte de l'égalité g(0) =o. 


Résolution des équations (A) et (C). — Transformons maintenant les 
équations (A) et (C) en introduisant les fonctions r(8) et C(B) de 
Radau et Tisserand 


. . 6° 
(42) 1=B6 p> 
(43) SEEN) 


De la formule 
,3 


(16) Vol 3) = 908) — as | both) db, 
Se 
on tire 
x 
(44) de D, (+ = 3) 
d’où 


loses], 


L’équation (A) peut s’écrire, en utilisant (42), (16), (43), 
À lke +; (28) : It 
TS CD a8 t 0(B) qu (tB) di 


go est négatif, par suite, 


Multiplions l'équation (A) par 8° et dérivons-la par rapport à 3, on 
obtient 
(A’) 


2€(1+n)—=0 |: 


Bn! + n°+ ÿn — 


c'est l'équation de Clairaut-Radau. 


(1) Cf. O. Cattanpreau, Bulletin astronomique, 1. V., 1889, p. 174. Cf. aussi 
Mémoire sur la théorie de la Figure des planètes (Annales de l'Observatoire de Paris. 
t. NIX, 1889, p. 20). 


: , "a 
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Passons à l'équation (C): on lui donne facilement la forme 


‘ Nae TOCSY fee 
(45) 19-21) f rugede=y [ eu 018) Lise 


qui met en évidence la condition nécessaire, plus restrictive que la 
condition classique n < 3, 


) 
(46) ries ae 


Nous verrons d’ailleurs que la borne supérieure stricte de +, est très 
voisine de 2,25. Cette borne est done sensiblement plus faible en 
seconde approximation qu’en première. 

Tirons des équations (A) et (C) une relation différentielle analogue 
a (ADS 

Décomposons, comme il suit. le second membre de (C) 


» ni 
“ued, dt — o Cur do dt + io | Fu, dl: 


an ” 


il vient, en tenant compte de (A). (42) et (37), 


_s 
rn | 


Lorsque la rotation est barotrope, en seconde approximation, cette 
expression est donc constante dans tout le domaine du fluide. 
D'après (37), elle peut servir à mesurer la rapidité de variation de w? 
sur une couche d’égale densité (3). 

En dérivant la relation (47) par rapport à 3, on trouve 


QE 2Bn'in+i)+an(n+n. 2). Smin+2)=0o 


Montrons que toute solution finie, dans [o. 6.], du système des 
équations (A’) et (C’) est solution du système des équations (A) et (C): 

Représentons par À et € les premiers membres de (A) et(C). L’équa- 
lion (A‘) est équivalente à l'équation 


se A’ o 
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qui implique 3° A = const. Mais, quand 8 = 0, toute solution finie de 
(A’) et (C’) donne à A une valeur finie, et l’on voit que 3°A ne saurait 
ètre constant, pour toute valeur de 5 dans Lo. b,], sans que A n’y soit 
nul identiquement : ainsi (A’) entraine A=o. | 
| D'autre part, l'équation (C')implique la relation (47), la constante), 
indéterminée, dépendant des constantes introduites dans l'intégration 
de (A’) et (C’); or, cette relation, jointe à l'équation A = 0, entraine, 
en vertu des formules (42), définissant x et %, la relation (37), d'où 
l’on tire, par dérivation, C =o. : 
Nous pouvons dés lors remplacer les équations (A) et (C) par les 
équations (A’) et (C’), ou encore, par les suivantes, obtenues en éli- 
minant 2, puis 7, entre ( A’) et (C’) 


D. = » , 
i : 7, JA -- 74-1444 8 
Vs Eee et 
9 3n° + 64+ 4 
; , J Fh 
(4g) À eee 


On sépare les variables de l’équation (48), écrite sous la forme 
(50) LA SN Wty + 8) d5 6( 347+ 64+ 4) dq == 0. 


en multipliant ses deux membres par le facteur intégrant 


i 
Bn( - 3n*-- 7? +14 +8)" 


son intégrale est ensuite donnée par la quadrature 


at 


. 3 n° + 6y+4 “ db 
7 = a? 
ipa n° - n?+14n+ 8) ge 


où y, et 3, sont deux constantes positives arbitraires. 
Il est facile de trouver l'allure de cette intégrale au voisinage 
de —0;ona,en effet, sensiblement 
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avec 

T1 
53) h, = 
(58, 3? 


s 


Il existe, par conséquent, une famille de courbes intégrales passant 
par l’origine des coordonnées n et B, et tangentes en ce point à l'axe 
des B; ce sont celles dont la pente y est positive, les seules qui, en 
vertu des équations (A’) et (C’), intéressent le problème actuel; elles 
sont toutes situées au-dessous de la droite 


=p 
telle que 


(54) —3p'—p?+ 14p +8 —=0; 


et l’on vérifie bien que la racine positive p de cette équation est com- 
prise entre 2 et >; ce qui était prévu, et vorsine de 2,25. 


La famille de courbes intégrales situées au-dessus de la droite =p, 
et dont la pente 1’ est négative, est à rejeter. 
Enfin, la solution qui rend infini le facteur intégrant, pour laquelle 


Sn — 31° — 7? +14 +8) —=o, 


donne 
Hs ao et quelconque. 
=O et 3 quelconque, 
Sp et 3 quelconque. 


L'intégrale singulière 3—0, quelconque est en dehors des 
domaines où les conditions de continuité et d’holomorphie du second 
membre de (48) sont satisfaites. Elle entrainerait, d'après (42), 
9" (0) = x ou 0 (o) = o, hypothèses exclues l’une et l’autre. 

ñ—v, 3 quelconque entrainerait 0'(B) =o; les surfaces d’égale 
densité seraient homothétiques, mais (49) montre que < serait nul, et 
Von aurait, d'après (43), 7o( 3) = D,(8), ce qui ne conviendrait qu'à 
une masse homogène. 

f—=p, 3 quelconque, entrainerait encore (0) — x ou §(0)=0, 
égalités déjà éliminées. 


En résumé nous ne retiendrons que la famille de courbes intégrales 


ROTATIONS BAROTROPES DANS UN ASTRE FLUIDE, 313 


dont l'équation générale, au voisinage de l’origine est de la forme 


Nha 


dans laquelle entre, comme cas limite, l'intégrale 7, = 0, $ quelconque. 
Au centre, on a nécessairement 


| nto) =o. ANTON == 0: VO VE Oe 


95 4 
an) | (0) 0. 0, (OMe 0; FRONT 

La fonction (3) étant une fois connue, la fonction 7() est donnée 
par la formule (49). 

0(B) se déduit de 7( 3) par une simple quadrature 


4 3 
je ay _ | np} dé. 
10) 9 0 i? 


où les fonctions sous le signe somme demeurent bornées quand 8 = 0; 
il vient 


h,= (0). L’aplatissement maximum étant t= Ky 4(6.), égal a K, 
les constantes À, et A, devront être choisies telles que 6(6,)= 1. 
Au voisinage du centre 
(56) SA Bro\et 
De €(B) on tire D,(3), au moyen de la formule (43), par une simple 
quadrature encore fe ae 
eae 


(55) M6 =D,(o0ie * 


où D,(0)= g(0)—= A, est une troisième constante d'intégration. 
Au voisinage du centre 


- 2 hi 32 
Dot 6) == go(oje * 
Enfin, la relation (44) donne | 
} 7 r [à 15 
(58) JotB)== Jol) (: se 6 


La résolution du svsteme des équations (A) et (C) est, aux quadra- 
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tures près, terminée. On voit qu'elle introduit 3 constantes k,, k,, h, 
qui permettraient, par exemple, de choisir le paramètre de conden- 
sation n(b,) de Callandreau, l’aplatissement =(01= K6(o) au centre 
et la densité g,(0) au centre ('). | 

Il nous reste à résoudre l'équation (B). 

En groupant les termes qui contiennent la fonction inconnue qu on 
on l'écrit 


s a agit #2 ’ ? 2 ys 
(dg) OG NT af | big ibi db) +3 [ k= 
JE w] 


ee eet 


0(3) D) “| BUFR) 
48 


ot 
vel 
: Ra 
Poipy 230(6)0 1 SDA sie oth (Saisie 3 | Cuwgy(t5) de. 
Posons, comme précédemment, 
, a} 
(42) t =P a 
ef 
(60) Zior- SOS. pi Sy — St 5). 


Multiplions l'équation (59) par 3° et intégrons par parties; on 
obtient 
(611 P “(BI ntSr1 3] + y7(bi) nth) +5] ) obi db —65F,. 
C'est une équation intégrale de Volterra de première espèce dont 
le novau 
Vie. Lies: 918) | a5) S| + 7(6)| 4(b) + 5], 


nul quand 3=6b =o, ne satisfait pas à la condition exigée par le 


ci Mais. du point de vue géodésique. c'est l'aplatisse.nent superticiel (maximum ) 
= = Ry 9(6,) = K qui est donné, de sorte que 


be %, 
I, 3 48 : 


ho=e 
On pouvait d'ailleurs remarquer « priori que si 6(8) el qy(3) constituent une solution 
du système des équations (A) et (GC). les fonctions As 6( 39 et A. go(3) en constituent 
une évalement. 


# 
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théorème de Le Roux pour affirmer l'existence d’une solution continue 
unique dans tout intervalle fermé | o, B]('). 
, > = tae . Ad 3 
| Dérivons l'équation (61) par rapport à 3, et posons encore, pour 
simplifier l’écriture, 


(62) O16 1 = (6) ly 6)- oa IDE TC A UE, 
(63: le ne [a |: 


dérivons une seconde fois, on obtient l'équation différentielle linéaire 
du premier ordre 


or - ; = 
(64) hae + (1 9 — Gazz, 


ou, sous la forme canonique, 


(B': a = à | Got 5) tt AO. 
Au moyen des relations (56), (62) et (63) on reconnaitra aisément 
qu’au voisinage de 8 =o, 
F,(8) est un infiniment petit de l'ordre de 3; 
L + J, un infiniment petit de l'ordre de 3°; 
,, un infiniment petit de l’ordre de B: 
A, un infiniment petit de l’ordre de 3: 
A’, une quantité finie ~ o: 
Go, un infiniment petit de l'ordre de 3". 


Dans ces conditions, le second membre de l'équation (B') est 
discontinu quand 3 = 0; mais est continu dans tout domaine ouvert 
du premier quadrant. 

Dans un tel domaine, cette equation est lipschitzienne et l'on peut 
affirmer l'existence d'une intégrale générale continue unique (*) qui 
s'obtient par deux quadratures sucessives 


PAT Re TE 3 Le" 
= —— 93 G — —— 4,3 
ad 4 4 fi à V4 À 10 3; ri lig 
(65: Ol) =5 é ms G( 91) + 5 oa AS 


—_—__—_— 


(1) Cf. Le Roux, Annales de L'Ecole Normale. 1894. p. 19-2. 
(2) Cf, par exemple. GOURSAT, Analyse mathématique. LM Agt8, p. T4. 


ZA 
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L'intégrale singulière, 8 =o, % quelconque, n'est pas à retenir. 

L’équation (64) montre que 3=o est un zéro d'ordre 4 pour 
2( 3) = 8?q,(3); done que 3 =o estun zéro d'ordre deux pour ¢,(). 

La résolution de l’équation (B) introduit une constante arbitraire 
de plus h, = 4,(, ); elle permet de choisir sur une couche ( 3, )déter- 
minée la valeur K?4,(8,) corrigeant la densité q,(3,) de cette couche. 


Le problème est résolu par la connaissance des trois fonctions 
2(83 hr, Ki: 09608 2 An se git G5 My ohy hye 


Il comporte une double infinité de solutions pour les fonctions = et q, 
et une triple pour q,. 

Nous venons ainsi de faire entrer dans le domaine des recherches 
sur les astres fluides une notion nouvelle : celle d’ellipsoide hétérogène 
barotrope en deuxième approximation. 

Il serait intéressant de préciser la valeur des constantes arbitraires 
de la solution générale au moyen des données de la géodésie. 


Nous croyons ulile de terminer ce mémoire par un tableau qui 
résume l’état de nos connaissances sur l'existence ou l'impossibilité 
des rotations permanentes dans les stratifications ellispsoidales 


STRATIFICATIONS ELLIPSOIDALES 
TT — 


en seconde en première 
en toute approxt- approzt- 
rigueur. mation. mation. 
\ baroclines... existence existence existence 
ROTATIONS + Repas x | 
‘ barotropes... impossibilité existence existence 
PERMANENTES ; tds au : Mee é 
en bloc..... impossibilité impossibilité existence 


ee a 


ERRATA. 


M. Georges Giraub, Sur une classe d'équations linéaires où figurent des valeurs 
principales d'intésrales simples (Annales de l'École Normale, t. 56, 1939, 
P: 119 à 172) : 


Page 122, ligne 3 : remplacer par une virgule le point-virgule qui. suit lu 
parenthèse. 


Page 133, dernière ligne avant la note : au lieu de D, lire dans D. 
Page 142, ligne 13 : au lieu de 9,(\; A), lire On(X; À). 


Page 156, 4° ligne avant la relation (61) : au lieu de modifiées, lire modifiée. 
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